prof. Marius Nicoli

Cautare binara

Tn aceasta lectie vom studia cdutarea unei valori intr-un sir despre care stim ca este ordonat. Algoritmul optim
care realizeaza acest lucru are insd mult mai multe utilizari, pentru probleme care aparent nu au nicio legatura
cu enuntul deja dat.

S& enunt@m problema: Fie v un tablou unidimensional cu n valori intregi, ordonate crescator. Se mai da o
valoare x Si se cere s3 precizdm daca x se afld sau nu in v. In caz afirmativ trebuie afisata o pozitie pe care il
gasim pe x. In continuare vom considera elementele plasate pe pozitii intre 1 Sin.

Solutia 1 - Cautare secventiala

for (i=1;i<=n;i++)
if (v[i] == x) |
break;
}
if (i <= n)
coOut<<"DA "<<1;
else
cout<<"NU";

Aceasta este o abordare care nu tine seama de faptul ca Sirul dat este ordonat crescator. Timpul de executare
al unui astfel de cod este de ordinul n.

Solutia 2 - Cautare binara

Analizam ce se intampla daca vom compara pe x cu o valoare aflata pe o pozitie oarecare p din Sir. Daca

v [p] este egal x am fost norocosi afisdm p si taskul este incheiat. In caz contrar, vom profita de faptul c3 sirul
este ordonat crescator Si decidem de care parte a pozitiei p continuam cautarea. Dacd x > v [p] are senssa
cautam doar intre pozitiille p+1 Siniardacd x < v[p] vom cauta doar intre pozitiile 1 si p-1. Asadar, daca
initial aveam n pozitii candidat pentru locul unde se afla x, dupa acest test avem fie p-1 fie n—p pozitii.
Evident, una dintre cele doua valori este mai mica sau egala cu n/ 2 iar cealalta este in general mai mare sau
egald cu n/2. Daca am fost norocoSi vom continua in secventa mai scurtd, insa putem avea Si ghinion Si sa
fim aruncati in cealalta parte.

Nu am spus insa cum alegem pozitia p unde incercam. Daca o vom face la jumatatea secventei candidat, vom
elimina hazardul si indiferent de partea in care vom continua cautarea, lungimea noii secvente candidat este
cel mult egala cu jumatate din cea a secventei initiale.

Pentru noua secventa candidat vom relua procedeul (determinam pozitia de la mijloc, apoi decidem de care
parte a sa continuam, bineinteles, daca nu am fost deja norocosi sa nimerim valoarea cautata).

Concret, procedam astfel:

Alegem doua variabile care vor reprezenta mereu indicii de inceput Si de final ai secventei candidat. Sa le
numim st (pentru indicele stang) Si dr (pentru indicele drept). Initial st = 1sidr = n.Calculdmmid =
(st + dr) / 2.
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Daca v [mid] este egal cu x, am gasit Si ne oprim. Daca x > v [mid], va trebui sa continuam in partea
dreaptd, adica actualizam st = mid+1 silasam dr nemodificat. Ultimul caz (x < v [mid]) modifica
starea astfel: st ramane nemodificat Si dr devinemid-1.

n continuare avem un exemplu pentru a ilustra modul in care se modifica intervalul candidat:

Fiesiru:n = 11sivalorile:1, 2, 5, 7, 9, 12, 15, 16, 20, 29, 78six = 16

st dr mid

1 11 (1+11)/2 = 6 | v[mid] = 12 sieste mai mic decat x=16, deci se continua in
dreapta

7 11 (7+11)/2 = 9 | v[mid] = 20 sieste mai mare decat x=16, deci se continua in
stanga

7 8 (7+8) /2 = 7 | v[mid] = 15 sieste mai mic decat x=16, deci se continud in
dreapta

8 8 (8+8)/2 = 8 | v[mid] = 16, am gasit valoarea cautata Si ne oprim

Observam ca daca intervalul de cautat are lungime impara, cele doua parti candidat au ambele aceeasi
lungime (parte intreaga din jumatatea lungimii anterioare). Daca intervalul de cautat are lungimea para,
partea in care putem continua in dreapta este egala cu jumatate din lungimea curentd, iar partea din stanga
este chiar cu 1 mai scurta. Deci, indiferent de situatie suntem siguri ca realizam injumatatirea lungimii
secventei candidat pentru pasul urmator.

Asadar, daca initial cautam intr-o secventa de lungime n, dupa prima incercare lungimea secventei de cautat
va fi maxim n/ 2, dupad inca o incercare se ajunge la o secventd de lungime n/ 27, apoin/2° ... Asadar cand
puterea lui 2 face ca numitorul sa devina mai mare ca numaratorul nu mai are sens continuarea,
garantandu-se astfel numar de pasi de ordinul 1og,n pana se gaseste elementul cautat (sau se decide ca x
nu se afla in sir).

Tnainte de a scrie algoritmul se cuvine sa analizdm ce se intdmpla cand valoarea de cautat nu se afla in sir. Cel
mai bine facem asta pe un exemplu. Sa presupunem ca pentru Sirul de mai sus cdutam valoarea x = 18.

Se parcurg starile:

st dr mid

1 11 (1+11)/2 = 6 | v[mid] = 12 sieste mai mic decat x=18, deci se continua in
dreapta

7 11 (7+11)/2 = 9 | v[mid] = 20 sieste mai mare decat x=18, deci se continua n
stanga

7 8 (7+8) /2 = 7 | v[mid] = 15 sieste mai mic decat x=18, deci se continud in
dreapta

8 8 (8+8)/2 = 8 | v[mid] = 16, Sieste mai mic decat x=18, deci se continua in
dreapta

9 8 fnacestcaz (st > dr)nu mai putem vorbi de un interval, acesta degenerandu-se
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Se poate verifica pe mai multe exemple dar se poate Si arata usor ca are sens continuarea cautarii cat timp
secventa de la st la dr reprezinta cel putin un element, asadar st <= dr.

st = 1;
dr = n;
while (st <= dr) {
mid = (st + dr) / 2;
if (v[mid] == x)
break;
else
if (v[mid] < x)
st = mid+1;
else
dr = mid-1;
}
if (st <= dr)
cout<<"DA "<<mid;
else
cout<<"NU";

La terminarea repetitiei putem testa daca inca mai este adevarata conditia acesteia, caz in care am iesit cu
break (deci am gasit valoarea).

Cand valoarea de cautat nu se afla in Sir, observam ca st ajunge mai mare decat dr i, lucru extrem de
important, v[st] este cea mai din stanga valoare mai mare decat x iar v[dr] este cea mai din dreapta
valoare mai mica decat x.

Pentru exemplu de mai sus, la cautarea valorii 18 s-ar fi iegit astfel:

dr st

9 12 15 16 20 29 78

Pentru o scriere mai compacta observam ca, intrucat pe prima ramura a primului if folosim break, este
posibila evitarea lui else, Si al doilea if s& apara imediat dupa primul.

(st <= dr) {
(st + dr
(v[mid]
break;
(v[mid] < x)
st mid+1;
else

dr

while
mid
if

/ 2;

= )
== X)

if

mid-1;

S-ar putea spune ca pentru problema anterioara oricum avem timp de executare de ordin n de la citirea Sirului
Si se mai poate spune ca am fi putut face cautarea chiar de la citire. Astfel nu s-ar justifica optimizarea
semnificativa oferita de cautarea binara.
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Nu vom insista aici pe contraexemple, valoarea algoritmului observandu-se cel putin din cele ce urmeaza in
acest material.

Aplicatii

1. Se considera un Sir in care elementele sunt egale cu 0 pana la un moment dat, dupa care toate sunt
egale cu 1. Sa se determine pozitiile unde se schimba valoarea elementelor (ultima pozitie cu valoarea
0 si prima cu valoarea 1). Consideram sirul memorat intr-un vector v indexat de la 0 Si cu n elemente.

Exemplu:n = 18iarsiru:0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1.Sevorafisavalorile6si7.
Rezolvare.

Initial consideram st = 1sidr = n.Pe principiul de mai sus, vom calcula mereumid = (st + dr)/2.
De aceasta data nu se mai pune problema gasirii unei valori anume ci vom trata cazurile ce pot sa apar3,
acestea fiind acum doua:

- v[mid] = 1.Suntem in partea de Sir ce contine valoarea din dreapta (1), vom continua cautarea in
stanga, asadar dr = mid-1

- v[mid] = 0.Suntem in partea de Sir ce contine valoarea din stanga (0), vom continua cautarea in
dreapta, asadar st = mid+1

Ne asiguram astfel ca, in partea in care mergem, intervalul de la st la dr contine valori de ambele feluri sau
suntem in cazul la limita cand dr memoreaza cea mai din dreapta pozitie unde este 0 sau st memoreaza cea
mai din stanga pozitie unde este 1.

st = 1;

dr = n;

while (...) {
mid = (st + dr)
if (v[mid] == 1)

cout<<...;

Asa cum am mai amintit Si cum se poate vedea Si din algoritm, sunt doar doua cazuri de tratat. latd o simulare
pe exemplul de mai sus

st | dr mid

1 18 (1+18)/2 = 9 | st mid dr
0000001111111 111112
v[9] = 1,continudm in stdnga

1 8 (1+48)/2 = 4 st mid dr
0000001111111 11111
v[4] = 0,continudam in dreapta
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5 8 (5+48)/2 = 6 st mid dr
00O0O00Q0 0O 111111111111
v[6] = 0,continudam in dreapta
7 8 (7+8)/2 =7 st dr
mid
00O0O0O0O0CTL1 11111111111
v[7] = 1,continudm in stdnga
7 6 Acum st > dr dr st
00O0O0O0Qp 111111111111

Observam ca si in acest caz oprirea se face cand se degenereaza intervalul de cautare, adica st devine mai
mare decat dr. Observam ca de cate ori am fost cu mid pe un element 0, st a mers pe pozitia cu 1 mai mare,
adica st tinde spre un element cu valoarea 1. Analog, dr tinde catre un element cu valoarea 0. Cum ambele
raman la final vecine, concluzionam deci cd st va memora prima pozitie (cea mai din stanga) pe care se afla 1
iar dr memoreaza ultima pozitie (cea mai din dreapta) unde se afla 0.

Forma finala a algoritmului este:

st = 1;
dr = n;
while (st <= dr) {
mid = (st + dr) / 2;
if (v[mid] == 1)
dr = mid-1;
else

st = mid+1;
}

cout<<dr<<” "<<st;

2. Se considera un sir cu n elemente, nu neaparat distincte, ordonate crescator. Verificati dacd o anume
valoare x apare n Sir Si in caz afirmativ determinati cea mai mica pozitie pe care aceasta se afla.

Exemplu: pentrun = 16sisirul:2 7 7 9 9 9 9 9 10 10 10 20 22 22 30 100six = 9,
trebuie obtinuta valoarea 4.

O prima abordare ar fi sa folosim cautarea binara pentru a obtine o aparitie oarecare a lui x (in timp
logaritmic, dupa@ cum stim) si apoi sa folosim o repetitie care parcurge la stanga element cu element cat timp
avem valoarea x. Din pacate, aceasta a doua etapa nu se comporta bine pe un Sir in care majoritatea
elementelor sunt x, putand sa se ajungd pana la n/ 2 pasi, ajungand astfel la timp de executare de ordin n pe
aceasta secventa. Putem insd, printr-o observatie, sa aducem problema la cea anterioara.

Ne imagindm ca vom construi un alt Sir win care w [1] va fi 0 daca v [1i] este strict mai mic decdt x Siw [1]
vafi 1 dacd v [i] este mai mare sau egal decét x.
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2779999 910 10 10 20 22 22 30 100

coo0011111 1 1 1 1 1 1 1 1

Aplicand pe noul sir algoritmul prezentat anterior, rAmane doar sa afiSam valoarea variabilei st pentru a obtine
rezultatul corect.

Noi nu construim efectiv vectorul w, insa daca v [mid] este strict mai mic decat x alegem sa continuam in
dreapta, iar daca v [mid] este mai mare sau egal decit x vom continua in stanga.

st = 1;

dr = n;

while (st <= dr) {
mid = (st + dr) / 2;
if (v[mid] < x)

st = mid+1;
else
dr = mid-1;
}
cout<<st;

3. Cautare binara a rezultatului.
Pentru inceput consideram urmatoarea problema (fabrica, pbinfo.ro):

La sectia de impachetare a produselor dintr-o fabrica lucreaza n muncitori. Fiecare muncitor impacheteaza
acelasi tip de produs, Si pentru fiecare se cunoaste timpul necesar pentru impachetarea unui obiect. Sa se
determine cate obiecte vor fi impachetate de cei n muncitori intr-un interval de timp dat, T.

Restricti: 1 < n < 1000, cei n timpi de impachetare vor fi mai mici decat 1000,1 < T < 1.000.000.

Solutia acestei probleme este una imediata. Observdm ca un muncitor 1 impacheteaza T/t ; obiecte, unde t;
este timpul in care el impacheteaza un obiect. Obtinem rezultatul insumand aceste valori.

#include <iostream>
#define DIM 1010
using namespace std;
int t[DIM], n, 1, sol, T;:
int main () {
cin>>n>>T; /// numarul de muncitorisi timpul total avut la dispozitie
for (i=1;i<=n;1i++)
cin>>t[1]; /// timpul in care impacheteaza un obiect muncitorul i
sol = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
sol += T/t[i];
cout<<sol;
return 0;

}

Se observa ca problema putea fi rezolvata de la citire dar am utilizat tabloul t din ratiuni didactice.
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Trecem acum la urmatorul enunt (fabrical, pbinfo.ro)

La sectia de impachetare a produselor dintr-o fabrica lucreaza n muncitori. Fiecare muncitor impacheteaza
acelasi tip de produs, Si pentru fiecare se cunoaste timpul necesar pentru impachetarea unui obiect. Sa se
determine durata minima de timp n care vor impacheta cei n muncitori cel putin M obiecte.

Restricti: 1 < n < 1000, cele n numere citite vor fi mai micidecat 1000,1 < M < 1.000.000.

Prima idee de rezolvare este aceea de a calcula, pentru diferite intervale de timp puse la dispozitie, numarul de
pachete care se pot impacheta. Rulam astfel problema anterioara pentru T=1, apoi T=2, T=3, ... Si la prima
valoare a lui T pentru care numarul de pachete calculat este mai mare sau egal decat M ne oprim, tiparind acel
T ca solutie.

#include <iostream>
#define DIM 1010
using namespace std;
int t[DIM], n, i, sol, T, M;
int main () {
cin>>n>>M; //numarul de muncitori si numarul de pachete de realizat
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>t[i]; //timpul in care impacheteaza un obiect muncitorul i
for (T=1;;T++) {
sol = 0;
for (i=1; i<=n; i++)
sol += T/t[i];
if (sol >= M) {
cout<<T;
break;

return 0;

Pentru datele de test timpul de calcul este de ordinul n * M (pentru cazul in care timpul asociat fiecarui
muncitor este foarte mare).

Facem Tnsa urmatoarea observatie: Pe masura ce timpul creste, va creste Si numarul total de pachete care se
pot realiza de cei n muncitori. latd cum variaza aceasta valoare, odata cu cresterea lui T pe urmatorul
exemplu:

n = 6,M = 10, iartimpii de impachetare: 4 7 3 6 7 1.

T: 123
4

5 6 7 8 910 11 12 13 14 15
sol: 1 2 7

10 13 15 17 18 19 23 24 27 29

Asadar, in loc sa calculam pentru valori T crescator incepand cu 1, daca vom calcula valoarea sol pentru un
T oarecare, putem decide daca apoi vom face calcule pentru valori T mai mari sau mai mici decéat cea
curenta.

Asadar, stabilind o valoare minima pentru T, de exemplu 1 Si o valoare maxima (M * t, - de exemplu
Tmpacheteaza primul muncitor toate pachetele - am putea optimiza alegdnd in loc de primul muncitor pe cel
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cu timpul de Tmpachetare cel mai mare, dar asta nu ne-ar ajuta neaparat pe cazul cel mai defavorabil), vom
calcula pentru inceput numarul de pachete pentru T = “mijlocul intervalului stabilit” (folosind un for). Daca
acest numar este mai mare decat M, vom incerca un T mai mic, adica mergem in stanga, altfel, vom incerca un
T mai mare, mergand in dreapta.

#include <iostream>
#define DIM 1010
using namespace std;
int t[DIM], n, i, sol, T, M, st, dr;
int main () {

cin>>n>>M;

for (i=1;i<=n;i1i++)

cin>>t[1];

st = 1;, dr = M * t[1];

while (st <= dr) {
T = (st + dr)/2;
sol = 0;
for =1; i<=n; 1i++)

st = T+1;
else
dr = T-1;
}
cout<<st;

return O;

Timpul de executare ajunge asadat la unul de ordinuln * log,tmaxim.tmaxim ajungelaM *
valoarea maximd asadar nu mai mare decat 107, iar logaritmul acestei valori este in jur de 30.

Probleme rezolvate

1. Se dau n numere naturale distincte. Sa se determine in cate moduri putem alege trei dintre ele asa
Tncat suma valorilor a doua alese sa fie egala cu al treilea (https://www.infoarena.ro/problema/bete2).

Exemplu: pentru datele de intrare:n = 10 Sivalorile: 17 4 13 12 5 29 6 11 18 7sevaafisal2.
De exemplu, o solutie este formata din tripletul: 12 5 7. Nu se numara si permutari ale acestei solutii. Sirul
dat este format din maxim 3000 de numere.

Rezolvare

O prima metoda este aceea de a genera toate tripletele Si a face testul pentru fiecare in parte

#include <fstream>
#include <algorithm>
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using namespace std;
int v([3010], i, 3j, k, sol, n;
int main () {
ifstream fin("bete2.in");
ofstream fout ("bete2.out"):;
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>vi[i];
for (i=1;i<n-1;1++)
for (J=i+1;j<n;Jj++)
for (k=j+1; k<=n; k++)
if(vikl==v[i]l+v[J] || v[il==vIk]+v[J] I
v[jl==v[k]+vI[i])
sol++;
fout<<sol;
return 0;

}

Aceasta solutie are timp de executare de ordinul n”. Pentrun = 3000 aceastd solutie nu se incadreaza in
timp.

O solutie mai buna obtinem cu urmatoarea observatie. Daca sortam initial numerele din sirul dat si fixam (cu
2 de for) doi membri ai unui triplet, rdmane doar sa verificdm daca Si suma lor se afla in sir. Dar cum Sirul este
acum sortat, acest lucru se poate testa prin cautare binara. Astfel, aceasta etapa a problemei are timpul de
executare de ordinul n“1og,n. Sortarea necesara in prealabil are timpul de executare n” sau chiar mai mic
(daca folosim functia de biblioteca), asadar nu sunt probleme de incadrare in timp.

#include <fstream>
#include <algorithm>
using namespace std;
int v[3010], i, j, %k, sol, n, st, dr;
int main () {
ifstream fin("bete2.in");
ofstream fout ("bete2.out"):;
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>v[i];
sort (v+1l, v+n+1l);
for (i=1;i<n-1;1i++)
for (j=i+1;j<n;j++) {
int x = v[i] + vI[j];
// caut pe x de la pozitia j+1 pana la pozitia n
st = j+1; dr = n;
while (st <= dr) {
int mid = (st + dr)/2;

if (v[mid] == x) {
sol ++;
break;

}

if (x < v[mid])
dr = mid-1;
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else
st = mid + 1;

}
fout<<sol;
return O;

Tema
Exercitii
Consideram un tablou unidimensional v cu n elemente, indexat de la 1, sortat crescator (nu neaparat strict).

1. Cum raman variabilele st Si dr daca valoare x care se cauta este strict mai mare decat toate
elementele tabloului? Algoritmul de cautare binara folosit este cel prezentat in paragraful Solutia 2.

2. Cum raman variabilele st Si dr daca valoare x care se cauta este strict mai mica decat toate
elementele tabloului? Algoritmul de cautare binara folosit este cel prezentat in paragraful Solutia 2.

3. Cum raman variabilele st si dr |la Aplicatia 1 daca sirul dat contine numai valoarea 0 ?

4. Cum raman variabilele st Si dr la Aplicatia 1 daca sirul dat contine numai valoarea 1 ?

Probleme

1. Determinati o pozitie pe care o valoare x apare intr-un Sir sortat descrescator (sau spuneti daca
aceasta nu apare).

2. Determinati cea mai mare pozitie pe care o valoare datd x apare intr-un Sir sortat crescator (nu
neapadrat strict), sau spuneti daca x nu apare in Sir.

3. Determinati prima pozitie pe care apare o valoare strict mai mare decat un x dat, intr-un Sir crescator
(sau spuneti ca nu sunt valori mai mari decat x in Sir).

https://www.pbinfo.ro/?pagina=probleme&id=508 (pbinfo, problema Cautare Binara).
https://infoarena.ro/problema/bete2

https://infoarena.ro/problema/cautbin

https://infoarena.ro/problema/nrtri

https://infoarena.ro/problema/transport

. https://infoarena.ro/problema/fact

10. https://infoarena.ro/problema/pachete

11. https://infoarena.ro/problema/grupuri

12. https://infoarena.ro/problema/proc
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