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Divizibilitate

n acest material ne ocup@m de problema determindrii divizorilor unui numar si de gasirea solutiilor pentru
diverse probleme legate de divizori.

n acest material consider&m ca divizorii unui numar natural n sunt acele numere naturale pentru care se
obtine restul 0 la impartirea lui n la ele. Deducem ca nivizorii sunt numere mai mici sau egale cu n. Asadar,
prima solutie este sa incercam pe rand toate numerele de la 1 la n ca posibili divizori. Putem face asta usor,
avand la dispozitie in limbaj atat structura repetitiva cat si operator de aflare a restului.

for (i=1;i<=n;i++)
if (n%i == 0)
cout<<i<” ”;

Fiind preocupati de a scrie programe care sa ruleze cat mai repede, ne punem problema s& reducem numarul
de calcule. Observam astfel ca dupa n/2 nu mai este alt divizor decat n. Reducem astfel la jumatate numarul
de valori de incercat.

for (i=1l;i<=n/2;i++)
if (n%i == 0)
cout<<i<” ”;
cout<<n;

Aceasta optimizare face ca lucrurile s& mearga doar putin mai repede in practica dar nu reprezinta o
imbunatatire a complexitatii teoretice. De exemplu, pentru n=10", cu n/2 rdmanem in marja a cateva sute de
mii de instructiuni.

Prezentdm in continuare observatiile care duc la obtinerea unei solutii cu adevarat vaoroasa, timpul de
executare la care vom ajunge fiind de ordinul \/;l
Sa analiam divizorii lui 40, scrisi in ordine crescatoare: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40. Observam ca produsul dintre

primul si ultimul divizor este 40, la fel produsul dintre al doilea si penultimul divizor. n general produsul
divizorilor egal departati de extremitatile sirului divizorilor este acelasi.

Observatia de mai sus este valabild pentru orice numar natural n intrucat daca i este divizor al lui n atunci Si
n/ i este divizor al lui n Si pe masura ce i creste, n/ i scade. Deci divizorii unui numar pot fi organizati in
perechi cu proprietatea ca produsul membrilor aceleiasi perechi este chiar n.

Analizand cele de mai sus, deducem ca nu se poate ca ambii memobrii ai unei perechi sa fie mai mari decat \/H
Cum aratam asta ? Prin reducere la absurd, iata:

Fie d1 si d2 doi divizori ai lui n cu proprietatea:

dl*d2 = n;
dl > \/7;
d2 > +/n;

Din ultimele doua relatii, numerele fiind pozitive, inmultind membru cu membru, rezultd ca d1*d2 >\/ﬁ * \/ﬁ,
adicd d1*d2>n. Ori noi avem de a face cu o pereche de divizori cu produsul n, contradictie.

Pe de alta parte, daca d1<\/;1 resulta ca d2 <\/17 (cu un rationament ca acela de mai sus) deduce ca nu pot fi

ambii divizori strict mai mici decat \/H (Si cu produsul n).
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Putem scrie un cod care variaza divizorul posibil pana la \/ﬁ Si pentru un 1 gasit ca divizor, automat n/ 1 este
si el divizor. Tn acest fel gdsim cu i membrul cel mic al perechii sin/1i este membrul cel mare.

Divizorii fiind pereche ihseamna ca numarul lor este par Si in general aSa este. Avem un caz particular de la
aceastd regula: la patratele perfecte numarul de divizori este impar, Si doar la ele. Justificarea vine daca ne
gandim la divizorul \/;1 (daca n este patrat perfect aceasta valoare este divizor al sdu). Dar daca i=+/n este

divizor,n/1 = n/\/;L este Si el divizor, dar aceasta valoare este egala tot cu \/;l Asadar in cazul patratelor
perfecte perechea care contine radicalul are ambii membri egali. Si de aici justificarea. De exemplu, la 36:

i n/i
1 36
2 18
3 12
4 9
6 6

for (i=1;i<=sqgrt(n);i++)
if (n%1i == 0){
cout<<ik” ”;
if (i!=n/1)
cout<<n/i<<” ”;
1

Trebuie acordata atentie celui de-al doilea i f. Rolul sdu este sa rezolve cazul particular al patratelor perfecte.
Atentie la plasarea lui, trebuie intre acoladele primului i £ intrucat ne punem problema perechiin/1 alui i
doar daca i este divizor.

Tn practicé se evita folosirea functiei radical intrucat are doud mici dezavantaje: consuma ceva timp de calcul i
implica lucru cu numere reale.

Alte doud variante de a scrie conditia de la for sunt:

i*i<=n Echivalenta o deducem usor aplicand radical ambilor membri.

i<=n/1 Justificarea acestei relatii o facem pornind de la cea anterioara si impartind la 1 in
ambii membri.

Prima dintre cele doua noi variante de mai sus are dezavantajul ca implica un rezultat intermediar mai mare
decat valorile ce intervin in calcule (i * 1), aparand risc de overflow. Pesonal recomand folosirea ultimei
variante, i<=n/1, pe care o veti intdlni in majoritatea exemplelor din acest material. O alta varianta buna si
des intalnita este de a calcula radicalul (cu functia sgrt din biblioteca - cmath) Si de a-l stoca intr-o variabila
r de la inceput iar conditia ce se scrie apoiin for va fi: i<=r.

Revenind la analiza timpului de executare pentru exemplul cu 10°, observdm acum cd acesta ajunge la sub

9 . < . . s . .
34000 de pasi (\/10"), diferenta colosala. Deci complexitatea teoretica in timp a algoritmului bazat pe

optimizarea prezentata este de ordinul \/;l
lata alte rezultate importante care permit reducerea timpului de executare in problemele cu divizori.

- Verificarea dac@ un numar este prim necesita cautarea vreunui divizor doar intre 2 gi radicalul
numarului. Justificarea vine din observatia ca divizorii sunt perechi si in fiecare pereche unul dintre
membri este mai mic decét radicalul iar celalalt este mai mare. Deci daca e sa existe divizor mai mare
decat radicalul, va exista Si perechea lui care este mai mic decat radicalul.



prof. Marius Nicoli

- Un numar poate avea cel mult un factor prim mai mare decét radicalul sau. Justificarea se face prin
reducere la absurd cu rationamentul de mai sus. Daca am avea doi factori primi mai mari ca radicalul,
produsul lor ar fi mai mare decat numarul. Trebuie s& fim atenti ca putem avea mai multi divizori mai
mari decat radicalul, dar aici vorbim de divizori primi. Divizorii fiind primi sunt $i numere prime intre
ele, deci nu au divizori comuni si atunci produsul lor ar trebui sa divida si el numarul (produsul lor
apare de fapt in descompunerea numarului in factori primi). Dar daca ambii ar fi mai mari ca radical,
produsul lor, care ar fi deci mai mare decat numarul, nu ar putea sa divida numarul dat Si am ajunge la
contradictie.

- Cel mai mic divizor propriu al unui numar (divizor propriu = diferit de 1 $i de numarul insugi) este un
numar prim. Si acest lucru se poate usor justifica prin reducere la absurd: daca d divide pe n Si nu
este prim rezultd ca avem d1 un divizor propriu al lui d. Adica d1 divide pe d si cum divizibilitatea
este tranzitiva, avem Si ca d1 divide pe n. Dar d1, fiind divizor al lui d, este mai mic decat d. Deci d nu
este cel mai mic divizor al lui n, aSa cum am presupus.

Probleme rezolvare

Ca si in alte capitole, multe dintre aplicatiile de aici trebuie considerate semiteoretice, fiind cerinte clasice, utile
la task-uri mai mari.

1. Dat fiind un numar natural n, sa se afiSeze Da sau Nu dupa cum acesta este sau nu prim.
Rezolvare

Este o problema de verificare si, aSa cum am aratat in suportul teoretic de mai sus, daca gasim vreun divizor
cuprins intre 2 Si radicalul numarului dat, atunci concluzionam ca data de intrare nu este numar prim. Din
start afis@m Nu daca este vorba de valorile 0 sau 1 intrucat acestea nu reprezinta numere prime iar daca am
aplica pentru ele aplica algoritmul descris sus ar reiesi ca sunt, negasind divizori.

cin>>n;

if (n <= 1) {
cout<<"Nu";
return 0;

for (1=2; i<=n/i; 1i++)
if (n%i==0)
d++;
if (d==0)
cout<<"Da";
else
cout<<"Nu";

2. Dat fiind un numar n, cel mult egal cu 2*10°, s& se determine suma divizorilor sai (pbinfo.ro, #376).

Rezolvare

#include <iostream>
using namespace std;
long long suma;

int n, i;

int main () {

cin>>n;

suma = 0;

for (i=1l;i<=n/i;i++)
if (n $ i == 0) {

suma = suma + 1 + n/i;
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if (1 == n/1i)
suma = suma - 1i;
}
cout<<suma;
return 0;

}

Pentru a obtine un timp de calcul foarte mic valoarea lui n necesita un algoritm cu timp de executare de ordin

\/E. Am modificat putin abordarea la al doilea i £, noi anterior am adaugat oricum doi divizori, deci cu acest i £
il scddem pe cel adunat in plus in cazul in care numarul dat este patrat perfect. Alta observatie: valoarea data
fiind aproape de limita maxima de la tipul int, s-a impus folosirea tipului Llong long pentru suma.

3. Dat fiind un numar n, sa se determine numarul de divizori pari ai sai. Valoarea data poate fi pana la
2*10° (pbinfo.ro, #388).

Rezolvare

#include <iostream>
using namespace std;
int n, i, sol;
int main ()
{
cin>>n;
for (i=1; i<=n/i; 1i++) {
if (n $ i == 0) {
if (1%2 == 0)
sol++;
if (n/i != 1 && n/i % == 0)
sol++;

}

cout<<sol;

}

Aici doresc sa ne concentram atentia pe primul 1 £. Fiind vorba de divizori pari, daca nu suntem atenti vom
cauta divizorii pari de pana la radical (adica sa scriem primul i f asa: i f (n%i == 0 && 1%2 == 0),de
exemplu). Se vede din codul de mai sus ca nu facem asta ci gasim divizori oarecare pana la radical Si tratam
separat, in interiorul i f£-ului paritatea atat pentru i cat Si pentrun/i. Un exemplu care lamureste lucrurile
este: pentru n=12, gasim 3 ca divizor pana in radical, care nu este par, dar perechea lui, 4, este par Si trebuie
contorizat. Insa, dacd nu intram in primul 1 £ pentru 3 nu l-am fi obtinut nici pe 4.

4. Dar fiind un numar n, natural, cuprins intre 2 Si 10°, s& se determine doud numere a Sib, cu
diferenta in modul minima si al caror produs sa fie n. De exemplu, dacad numarul n este 40, valorile
determinate sunt 5 si 8 (pbinfo.ro, #377).

Rezolvare

Observam ca in solutie este vorba despre una dintre perechile de divizori, 1 Sin/1i despre care am vorbit.
Astfel, cautam divizorii pana la radical Si pe noi ne intereseaza de fapt ultimul gasit cu perechea lui (cu cat el
este mai mare cu atat perechea este mai mic).

#include <iostream>
using namespace std;
int n;

int a, b, i, Jj;

int main () {

cin>>n;
for (i=1; i<=n/i; i++)
if (n%i == 0) {
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a = 1i;
b n/i;

}
cout << a <<" "< Db;
return 0;

5. Pentru un numar natural dat n, cel mult egal cu 2* 107, se cere s verificdm dacé poate fi scris ca
produs a doua numere prime distincte, caz in care vom afiga DA iar in caz contrar vom afisa NU
(pbinfo.ro, #379).

Rezolvare

Observatia esentiala este ca primul divizor propriu gasit pentru un numar, la o cautare in ordine crescatoare,
este prim (lucru justificat anterior in material). Asadar odata cu gasirea primului divizor d ramane doar sa
verificdm cum este n/d. Daca acesta este prim (Si diferit de d, conform enuntului) rezultatul final este DA,
altfel este NU. Nu are sens sa continuam cautarea pentru ca sigur unul dintre divizorii scrierii cerute trebuie sa
fie chiar primul gasit (de fapt problema este echivalenta cu a verifica daca numarul are exact doi divizori
proprii Si nu este patrat perfect).

#include<iostream>
using namespace std;
int n,d, k=0, e, nrd, i;
int main () {
cin>>n;
for (d=2; d<=n/d; d++)
/// cel mai mic divizor al unui numar este prim
if (n%d==0) {
/// dupa ce gasesc cel mai mic divizor d, mai verific doar daca
/// n/d este prim

e = n/d;

nrd = 0;

for (i=2; i<=e/i; 1i++)
if (e%i == 0)

nrd++;

if (nrd == 0 && e !'= d)
cout<<"DA";

else
cout<<"NU";

return 0;

}
cout<<"NU";

}

Instructiunea cout de la final este pentru situatia in care numarul dar este prim, caz in care forul nu ar detecta
niciun divizor.

6. Factorizarea unui numar. Dat fiind un numar n, maxim egal cu 2*10°, sa se afiseze descompunerea
sa Tn factori primi. Factorii primi se afiSeaza in ordine crescatoare urmati pe acelasi rand de
exponentul la care apar in descompunere.

Exemplu
Date de intrare Date de iesire
90 21

3.2

5
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Rezolvare

Solutia propusa se bazeaza pe faptul ca odata gasit un factor prim d, pentru a afla la ce putere apare acesta in
numar putem folosi codul:

e = 0;
while (n%d == 0) {
e++;
n /= d;
}
if (e != 0)
cout<<d<<" "<<e<<"\n";

Adica vom consuma factorul d din numar si prin contorizarea repetitiilor obtinem exponentul.

Pentru a gasi primul factor prim cautam de fapt primul divizor (despre care am aratat ca este prim). Obervam
un lucru foarte interesant: dup@ consumarea din numar a factorului gasit, urmatorul factor prim este iarasi
primul divizor al numarului rdmas etc. Deci ce avem defacut este sa luam pe rdand numerele naturale incepand
cu 2 Si pentru cele gasite drept divizori aplicdm codul de mai sus. Alta justificare a faptului ca vom gasi in
acest fel doar divizori numere prime este aceea ca noi consumam un divizor din numar, deci la intdlnirea
urmatorului divizor (care este mai mare decat cei gasiti anterior), nu e posibil ca acesta s mai aiba si alti
divizori pentru ca ar fi fost gasiti inainte Si consumati.

Algoritmul de Tncercare pe rand a tuturor numerelor ca posibili divizori primi se opreste cand n devine 1.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, d, e;

int main () {

cin>>n;
for (d = 2; n!=1; d++) {
e = 0;
while (n%d == 0) {
et++;
n /= d;

}
if (e !'= 0) {
cout<<d<<" "<<e<<"\n";

}

return 0;

}

n cazul in care n este un numar prim timpul de executare este de ordin n (singurul divizor care se va gasi este
chiar n si contorul d merge din 1 in 1 pana la n). Asadar algoritmul nostru ar fi lent. Aceeasi problema apare
cand numarul are un singur divizor prim foarte mare, fara sa ca numarul insusi sa fie neaparat prim. Dar noi
am aratat ca un numar poate avea maxim un factor prim mai mare decét radicalul sau. Optimizarea vine din

observatia ca daca aplicdm codul de mai sus cel mult pana cand d ajunge la \/ﬁ si daca totusi n nu a ajuns 1,
deoarece noi am consumat din el factorii primi gasiti, atunci valoarea ramasa a lui n este chiar singurul sau

factor prim mai mare ca radicalul sdu. Obtinem astfel un algoritm cu timp de executare de ordin \/ﬁ

#include <iostream>

using namespace std;

int n, d, e;

int main () {
cin>>n;
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for (d = 2; n!'=1 && d <= n/d; d++) {

e = 0;

while (n%d == 0) {
et++;
n /= d;

}
if (e !'= 0) {
cout<<d<<" "<<e<<"\n";

}
if (n'=1) {

cout<<n<<" "<<1<<"\n";
}

return 0;

7. Pentru un numar natural dar, notat cu n, maxim egal cu 2*10°, sa se determine cel mai mic numar
prim strict mai mare decat n. De exemplu, pentru numarul 20 ar trebui obtinuta valoarea 2 3.

Rezolvare

Strategia abordata este una brut, care itereaza crescator valorile mai mari ca n Si la prima care trece testul de
primalitate ne oprim.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, i, 3j, k;
int main () {
cin>>n;
for (i=n+1; ;i++) {
int divizori = 0;
for (3=2; j<=i/3; Jj++)
if (1% == 0) {
divizori++;
}
if (divizori == 0)
break;
}
cout<<i;
return 0;

Remarca

Pentru a testa pentru mai multe numere dintr-un set dat daca sunt sau nu prime, putem face pentru fiecare
dintre ele verificarea asa cum am aratat mai sus, obtinand timp de calcul de ordinul numar valori*

\/valoarea maxima .

La capitolul dedicat vectorilor de frecventa vom studia abordarea numita “Ciurul lui Eratostene” care ne ofera
un timp de calcul mai bun.



