prof. Marius Nicoli

Interclasarea optima a doua siruri sortate

n acest material vom analiza care este modalitatea optima din punct de vedere al timpului de executare
pentru a obtine un Sir sortat care sa contina toate elementele din alte doua Siruri sortate care se dau.

Se dau, un sir A cu n elemente numere naturale Si un Sir B cu m elemente, numere naturale. Se cere
construirea unui Sir C cu toate cele n+m elemente ordonate crescator. Se garanteaza ca numerele n Sim sunt
naturale cuprinse intre 1 si 10° iar elementele celor doua siruri sunt cuprinse intre 1 si 10°. Pentru 40% din
punctaj problema va fi testata cu valori n Si m cel mult egale cu 1000. Tot pentru 40% din punctaj problema va
fi testata cu valori ale elementelor sirurilor date cuprinse intre 1 i 10°.

Ne vom concentra pe secventa care rezolva problema, citirea Si afisarea urmand sa le facem doar in exemplul
final. Ca rezultat va fi un Sir C cu n+m elemente. Consideram ca tablourile cu care vom lucra vor fi declarate
astfel:

| int A[100001], B[100001], C[200002]; |
Vom considera ca datele citite la intrare sunt memorate in Siruri incepand cu pozitia 1.

Exemplu:

Date de intrare Date de ieSire

3 1123345
1 35

4

1 2 3 4

Solutia 1.

Vom copia in sirul C elementele sirului A, apoi, in continuare vom copia elementele Sirului B $i vom sorta Sirul
C.

for (i=1l;i<=n;i++)
Cl[i] = A[i];
for (i=1;i<=m;i++)
Cln+i] = B[i];
n+m;
for (i=1;i<k;1i++)
for (j=i+1;i<=k;j++)
if (C[i] > C[3]1) |
aux = C[i]:
Cli] = CI[J1;
Cl3] = aux;

-
Il

}
Am folosit un algoritm de sortare obiSnuit, sortarea prin comparare. Secventa de cod care realizeaza sortarea

este cea criticd, timpul de executare fiind de ordinul (n+m) °. Evident, ca am putea imbunatati algoritmul,
folosind o metpda de sortare mai rapida. Metoda aplicata mai sus nu tine cont de faptul ca Sirurile date sunt
sortate, ea functionand pe orice configuratie a Sirurilor de la intrare.
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Solutia 2.

Vom copia initial in C doar sirul A. Deci dupa aceasta etapa sirul C este ordonat. Astfel, elementele Sirului B le
vom insera unul cate unul in C, la locul potrivit, asa incat dupa fiecare inserare elementele lui C sa ramana
ordonate crescator. Cumva procedam ca la sortarea prin inserare.

for (i=1;i<=n;i++)
C[i] = A[i];

k = n;
for (i=1; i<=m; i++) {
j = k;

while (j >= 1 && C[j] > B[i]) {
Cl3+1] = C[jl;

J——7
}
J++;
Clj] = BI[i];
k++;

}
Si aceasta metoda, chiar daca tine cont ca sirul A este ordonat (prin faptul ca imediat dupa copierea lui ATn C

ne bazam pe sirul C ordonat) ajunge tot la timp de executare patratic, de data aceasta de ordin m*n,

Oricare dintre solutiile de mai sus vor promova testele pentru care atat n cat si m sunt maxim 1000.
Solutia 3.

Putem folosi un vector de frecventa pentru a sorta. Astfel, vom contoriza numarul de aparitii ale fiecarei valori
intalnita la intrare. Din restrictii deducem c& vom avea o rezolvare corecta pentru 40% din punctaj. Nu pentru
100% pentru cd nu am putea aloca memorie pentru un tablou cu 1 0° indici, dar si pentru ca in etapa a doua a
algoritmului (pe care il vom prezenta) ar fi necesar si timp de calcul de ordinul 10°. Asa ca aceastd metoda o
vom folosi pentru a obtine puntajul pe testele in care valoarea maxima a elementelor este de cel mult 10°.

int £[1000017];

for (i=0;i<=100000;i++)
F[1i] = 0;

for (i=1;i<=n;i++)
F[ A[1] ] ++;

for (i=1;i<=m;i++)
F[ B[1i] 1 ++;

for (i=0; 1<=100000; i++)
for (3=1;3<=F[i];]j++)

cout<<ig" ";

Am subliniat anterior limitarile metodei in cazul in care elementele Sirurilor au valori mari. Metoda este insa
foarte rapida in cazul in care n Si m sunt mari dar valorile din Siruri sunt mai mici, timpul de executare fiind de
ordinul n+m+valoarea maxima. Faptul ca la afigsare sunt doua foruri unul in altul, nu este periculos
intrucat numarul total de afisari care se fac este chiar n+m.

Solutia 4.

Tn acest caz vom folosi pentru ambele siruri faptul ca ele sunt ordonate (crescétor). Se observa ca primul
element din C va fi minimul dintre A[1] SiB[1]. Dupa ce "ducem

II'I\

n C acest element avansam la urmatorul
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in sirul din care I-am extras, observam ca al doilea element care va ajunge in C este fie primul element din sirul
din care n-am extras minimul fie al doilea element din Sirul in care am avansat (nu uitdm ca sunt ordonate
ambele siruri). Astfel, vom folosi doua variabile care sa indice spre urmatorul element de extras din fiecare sir
(initial 1=1 pentru Sirul A si 3=1 pentru Sirul B, elementul de pe pozitia 1 din fiecare sir fiind la inceput
neextras). Vom aplica acest pas pana cand unul dintre Siruri iSi va epuiza elementele. Evident, elementele
ramase in celalalt vor fi adaugate la solutie.

i =1;
J =1
k = 0;

while (1 <= n && Jj <= m) {
if (A[i1] < BI[J]) |

k++;
Clk] = A[i];
i++;
} else {
k++;
Clk] = BI[J]I;
JH+;
}
}
for (;i<=n;i++) {
kt++;
Clk] = A[i];

}
for (;j<=m;j++) {
k++;
Clk]

B[jl;

}

Instructiunea while contine codul care face sa se acumuleze elemente n solutie pana se epuizeaza unul dintre
siruri. Atentie ca daca ne grabim am putea spune ca se "termind" Sirul cel mai scurt, dar nu este asa, cel care
se termind este Sirul cu elementul de la fina mai mic.

Odata ajunsa falsa conditia de la while, fie i>n fie j>m. Astfel, inca de la inceput conditia unuia dintre cele
doua foruri va fi falsa, deci blocul subordonat se va executa cel putin o data doar la un for (observati ca ne-a
fost comod sa nu mai scriem expresia de initializare la foruri Idsand pe i Si pe J asa cum ele ies din while).

Observam ca la fiecare pas se duce un element in sirul C (nu se fac pasi inutili). Asadar, timpul de executare
este de ordinul n+m, (mai mult nuam putea obtine, aceasta fiind si complexitatea necesara pentru citire).

n continuare este prezentat programul complet pentru solutia optima. Observati Si unele prescurtari la cod,
spre exemplu, secventa: k++; C[k] = A[i]; i++; poate fiscrisd maielegant: C[++k] = A[i++];

#include <iostream>
using namespace std;
int A[100001], B[100001], C[2000011;
int n, m, i, 3j, k, aux;
int main () {

cin>>n;

for (i=1;i<=n;i++)

cin>>A[1]:
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cin>>m;
for (i=1;i<=m;1i++)
cin>>B[1];

i=1;
J =1
k = 0;

while (1 <= n && Jj <= m)
if (A[i] < B[j])
Cl++k] = A[i++];
else
[ ] = BlJ++1;
for (;i<=n; +
C[++k] = A
for (;j<=m;j++
Cl++k] = BI[J];
for (i=1;i<=k;i++)
cout<<Clil<<"™ ";
return O;

Sa analizdm si urmatoarea solutie:

}
i=1;
j = 1;
k = 0;
while (1 <= n || J <= m) {
while (i<=n && A[i] <= B[]j])
Cl++k] = A[i++];
while (j<=m && B[]j] <= A[i])
Cl++k] = B[j++];
}

Poate ca veti considera ca ea este mai aproape de modul natural de gandire. Adica: cat timp elementul curent
dintr-un sir este mai mic, punem in solutie din acel Sir si avansam. Am adaugat elemente fictive foarte mari la
finalul fiecarui sir pentru a evita cazuri particulare.

Si aceasta solutie duce mereu cate ceva in sirul C, timpul de executare fiind tot de ordinul n+m. Rdmane ca
fiecare sa aleaga un tipar sau altul in functie de situatie.

Probleme rezolvate

1. Se da un Sir A cu n elemente, ordonat crescator Si un Sir B cu m elemente, ordonat descrescator. Se cere
interclasarea lor, in ordine crescatoare in Sirul C, ordonat crescator.

Exemplu:

Date de intrare

Date de ieSire

3

1 35

4

4 3 2 1

1123345
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Se obtine tot timp de executare de ordin n+m parcurgand sirul B in ordine inversa.

i=1;
j = m;
k = 0;

while (i <= n && j >= 1)
if (A[i] < BI[3])
Cl++k] = A[i++];
else

Blj--1;
for (;i<=n;i+

Q
+
+
s
Il
B+ o

for (;3>=1;

| -
|
|

2. Se da un sir A cu n elemente, ordonat strict crescator Si un Sir B cu m elemente, ordonat strict crescator. Se
cere interclasarea lor, in ordine crescatoare in Sirul C. Se cere ca in Sirul C elementele sa fie disticte (oricare
element care apare in vreun Sir sa apara in C exact o data).

Exemplu:

Date de intrare

Date de ieSire

3

1 35

6

1 2 3456

123456

O prima idee este sa aplicdm ad literam algoritmul de interclasare optima pentru cele doua siruri date. n
final, C va contine fiecare element comun de exact doua ori (Sirurile date au elementele distincte). Parcurgem
la final sirul C si afisam doar acele valori diferite de valoarea precedenta. Aceasta este o solutie optima ca

timp.

Solutia urmatoare va pune in C direct doar elementele care sunt necesare.

#include <iostream>
using namespace std;
int A[100001], B[100001], C[2000011;
int n, m, i, 3j, k, aux;
int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>A[1];
cin>>m;
for (i=1;i<=m;1i++)
cin>>B[1]:;

i = 1;
j o= 1;
k = 0;
C[0] = -1;
while (1 <= n && <= m)
if (A[i] < B[3J]) |
if (A[i] '= C[k]) {
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k++;

Clk]l = A[i];

}
i++;
}

else {

if (B[J] !'= C[k]) |

k++;

Clk] = BI[317

1
JH+;
}
for (;1i<=n;i++) {
if (A[i] != C

[k])
Cl++k] = A

k]
[1];

1
for (;j<=m;j++) {

if (B[] !=C

[k])
Cl++k] = B

k]

(317

}

for (i=1;i<=k;1i++)
cout<<Cli]<<"™ ";

return 0;

}

Observam ca, atunci cand dorim sa plasam in solutie un element din unul dintre Siruri, verificdm ca acela sa
fie diferit de ultimul element plasat deja in solutie (elementele se pun in solutie in ordine crescatoare). Atentie,
chiar daca elementul candidat nu este dus in solutie, vom trece peste el in sirul din care face parte (i ++ sau
j++). Pentru evitarea cazurilor particulare, am initializat C [0] cu -1 (o valoare strict mai mica decat

elementele Sirurilor).

3. Se da un sir A cu n elemente, ordonat strict crescator Si un Sir B cu m elemente, ordonat strict crescator. Se
cere interclasarea in Sirul C doar a valorilor care apar in ambele siruri. Elementele din sirul C vor fi distincte.

Exemplu:

Date de intrare

Date de ieSire

3

1 35

6

2 345 6 8

35

Observam c4, la fel ca la problema anterioara, elementele sirurilor date fiind distincte, daca am interclasa cu
algoritmul clasic totul, elementele care ne intereseaza apar de doua ori.

Nu este necesar sa interclasdm totul, ci doar s& ducem in solutie un element atunci cand avem A[1]=B[]].

#include <iostream>
using namespace std;
int A[100001], B[100001],
int n, m, i, 3j, k, aux;
int main () {

cin>>n;

for (i=1;i<=n;i++)

C[2000011;

6
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cin>>A[1];
cin>>m;
for (i=1;i<=m;i++)
cin>>BJ[1];

i=1;
J =1
k = 0;
c[0] = -1;

while (1 <= n && j <= m)
if (A[i] < BI[31)

i++;
else
if (A[i] > BI[J1])
J++;
else {
Cl++k] = A[i];
i++;
J++;
}
if (1 <= n && A[i] == B[m])

Cl++k] = A[i];

if (jJ <= m && B[j] == A[n])
C[++k] = B[]l

for (i=1;i<=k;i++)
cout<<Cli]<<™ ";
return O;

}

Nu mai sunt necesare instructiunile for de la final, dar trebuie totusi sa testdm daca elementul urmator din
sirul nefinalizat este egal cu ultimul element din celalalt sir. De asemenea, am facut o mica optimizare,
avansand in ambele Siruri atunci cand elementele ce se compara sunt egale.

4. Se dau n numere naturale nenule. S8 afiseze cate dintre ele sunt termeni ai Sirului lui Fibonacci. Cele n
numere sunt date in ordine crescatoare.

Exemplu:

Date de intrare Date de iesire | Explicatie

10 6 Valorile 1, 5, 5, 5, 13 si 21 sunt termeni
1455510 11 13 20 21 Fibonacci

Cunoastem ca sirul lui Fibonacci este definit recurent, primii doi termeni fiind 1 iar fiecare dintre urmatorii se
obtine insumand pe precedentii doi. Astfel, la inceputul siruluiavem:1, 1, 2, 3, 4, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144

O prima solutie este de a testa pe rand fiecare termen al Sirului dat daca face parte din sirul lui Fibonacci.
Pentru a face acest test, profitdm de faptul ca sirul Fibonacci este strict crescator incepand cu al treilea termen
Si atunci putem genera termenii sai de la inceput pana intalnim sau depasim termenul de testat.
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#include <iostream>
using namespace std;
int n, x, a, b, ¢, sol,

int main () {

}

cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++) {
cin>>x;
if (x == 1) {
sol++;
continue;
}
a=1;
b =1;

while (a+b <= x)
c = a + b;

a = b;
b = c;
}
if (¢ == x)
sol++;

}
cout<<sol;
return 0;

i;

#include <iostream>
using namespace std;
int
int

n, x, a, b, ¢, sol,
main () {
cin>>n;
a = 1;
b =1;
c = 1;
for (i=1;i<=n;i++) {
cin>>x;
if (x == ¢) {
sol++;
continue;
}
while (c < x) {
c = atb;
a = b;
b = c;
}
}

i;

Timpul de executare al acestui algoritm este de ordinul n*L, unde L este numarul de pasi necesari calculului
acelui termen Fibonacci corespunzator valorii maxime din Sir. Acest numar L cunoaStem ca este de ordin
logaritmic intr-o baza supraunitara: (1+sqgrt (5)) /2.

Solutia a doua va avea timpul de executare de ordinul n + L, lucru pe care il obtinem cu urmatoarea
observatie: atat Sirul dat cat si Fibonacci sunt crescatoare Si atunci, la trecerea la un element nou in Sirul dat
nu este necesar sa regeneram tot Sirul Fibonacci ci s& avansam, eventual, de la termenul curent.
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}

cout<<sol;
return 0;

O aplicatie foarte importanta a interclasarii optime a doua Siruri sortate este metoda sortarii prin interclasare
(merge sort) care ofera timp de calcul de ordinn * 1log,n Sipe care o vom studia la capitolul Divide et

Impera.

Probleme propuse

1. Se dau doua siruri de numere ordonate crescator (nu neaparat strict). Sa se obtina in ordine strict
crescatoare elementele care apar in cel putin un sir.

Exemplu

Date de intrare

Date de ieSire

4

1 333
3

2 3 5

1235

2. Se dau doua siruri de numere ordonate crescator (nu neaparat strict). Sa se obtina in ordine strict
crescatoare elementele care in ambele Siruri.

Exemplu

Date de intrare

Date de ieSire

7
1333455
3

2 35

35




