prof. Marius Nicoli

Arbori de intervale (AINT)

Arborii de intervale sunt o structura de date (o modalitate de a organiza informatii cu scopul de
a realiza mai rapid un anumit tip de calcule).

I) Problema initiala

Pornim de la urmatorul enunt:
Se da un tablou unidimensional (vector) vV cu n numere naturale, asupra caruia se pot face
doua tipuri de operatii:

- interogare pentru minim pe o secventa de elemente;

- actualizarea unui element (schimbarea valorii sale);
Sa consideram céa vectorul poate avea poate avea cel mult 100000 de elemente si ca sunt cel
mult 100000 de interogari. De asemenea, valorile sale sunt de tip int.
In aceasta problemé actualizarile si interogarile nu sunt separate, ele pot aparea amestecat si la
fiecare interogare raspundem considerand configuratia vectorului din acel moment.

Exemplu:
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Semnificatia datelor de intrare de mai sus: vectorul are 11 elemente, acestea sunt initial 1 6 4 3
927805 4 (saconsideram indexarea de la 1). Sunt 3 operatii. Mai intai o interogare
(simbolizata prin prezenta valorii 1 prima pe linia ce o descrie), care ne cere sa aflam minimul
din intervalul de indici de la 2 la 4. Acesta are valoarea 3. A doua operatie este o actualizare
(linia incepe cu 2). Adica elementul de pe pozitia 3 devine 2. Efectul este ca vectorul va fi: 1 6 2
3 9. A treia operatie este iarasi o interogare pe intervalul de indici de la 2 la 4. Acum minimul
este 2. Asadar iesirea acestui program ar trebui sa fie 3 2.

Rezolvarea in mod brut, adica simularea a ceea ce este descris in enunt, presupune
actualizarea in mod direct (operatia de tip 2 p x se rezolva printr-o singura atribuire, v [p] =
x;). In schimb, operatia de tip interogare de minim pe intervalul de indici [a, b], simbolizata
prin 1 a b presupune realizarea unei parcurgeri de la a la b, iar acesta, pe cazul cel mai
defavorabil tinde sa aiba spre n pasi. Aceasta metoda face actualizarea in timp constant iar
interogarea in timp liniar. Asadar, daca numarul de interogari este mare, iar acestea sunt mereu
pe intervale mari, timpul de calcul ajunge sa fie de ordin n*m.
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Daca interogarile ar fi toate la final, fara ca printre ele sa mai apara actualizari, se poate folosi
structura de date numita RMQ (Range Minimum Query) pentru a face precalculari de minime pe
anumite intervale si apoi se folosesc aceste minime pentru a raspunde in timp constant la o
anumita interogare. Precalcularea elementelor structurii necesita timp si memorie de ordin n
log,n. Din pacate actualizarea sa la modificarea valorii unui element nu se mai face in timp
logaritmic si astfel folosirea pentru cazul in care avem actualizari si interogari amestecate
devine neeficienta.

Sa revenim la problema enuntata initial. Anuntam de pe acum ce vom obtine la final, urméand sa
aratam apoi pasii :

- vom calcula (si stoca) minime din anumite intervale ale vectorului v (intervale stabilite
clar de la inceput);

- intervalele pentru care avem minimele calculate vor fi suficiente ca pe baza lor sa
determinam minimul din oricare alt interval. Mai mult, pentru un interval oarecare dat,
numarul de intervale necesare, dintre cele cu rezultatul stocat, este de ordin 1og,n;

- la actualizarea unui element din vectorul v numarul de intervale care trebuie actualizate
este de ordin 1og,n;

Astfel, vom obtine timp de ordin logaritmic pe fiecare dintre dele doua operatii.

Mai intai sa vedem cum alegem setul de intervale fixat, pentru care calculam minimele.

In primul rand observam c& numarul total de intervale este de ordin n’ (ne imaginam ca
imperechem fiecare numar de la 1 la n, reprezentand capatul stang al unui interval cu fiecare
numar mai mare decat el, reprezentand capatul drept).

Pentru datele noastre, este nepractic sa calculam informatii pentru toate aceste intervale (atat
ca timp dar si ca memorie avem n?, iar pentrun = 100000 asta inseamna foarte mult).

Pentru a gasi modalitatea de obtinere a setului de intervale care ne intereseaza pornim de la
urmatoarea functie recursiva:

vold rec(int st, int dr) {

if (st == dr) {
/// operatie directd pe intervalul format
/// cu un singur element (v[st])

} else {
/// intervalul de indici de la st la dr este
/// impdrtit in doud intervale, folosind
/// un indice de la mijloc, iar apoi facem
/// autoapel in cele doud intervale

int mid = (st+dr)/2;
rec(st, mid);
rec (mid+1, dr);
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Apel initial rec (1, n) ;

Pentru codul de mai sus avem:
- n = numarul de elemente ale vectorului dat (indexat, cum spuneam, de la 1);
- parametrii functiei recursive au semnificatia de indici din vectorul dat;

De exemplu, pentru n = 11, apelul de mai sus genereaza urmatoatele perechi de indici (st,
dr):

(1, 11), (1, 6), (1, 3), (1, 2), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 6), (4, 5), (4,
4), (5,5), (6, 6), (7, 11), (7, 9), (7,8), (7, 7), (8, 8), (9, 9), (10, 11),
(10, 10), (11, 11)

Citindu-le pur si simplu ne este greu sa gasim repede o semnificatie a acestor numere, dar
sa vedem mai departe cateva moduri de a le imagina:

1,3 4, 6 7, 9 10, 11

1,2 3,3 4,5 6, 6 7, 8 9, 9 10,10 | 11,11

1,1 2, 2 4, 4 5,5 7,7 8, 8

Pentru n=11 acestea vor fi intervalele pentru care vom tine in orice moment minimele (adica,
dupa fiecare operatie vom avea stocata valoare minima din fiecare dintre aceste intervale). Va
trebui sa determinam céate astfel de intervale sunt, cum actualizam aceste intervale in timp
logaritmic si cum putem determina minimul din oricare alt interval folosind doar dintre acestea,
in numar de operatii de ordin logaritmic. Bineinteles, exemplul nostru este pentru n=11, dar
descompunerea este valabila in general, folosind template-ul de functie recursiva de mai sus,
impreuna cu apelul initial rec (1, n).

O prima observatie este ca numarul de linii ale tabelului de mai sus este de ordin 1og2n.
Justificare: Daca intervalele de pe un rand au lungimea 1, cele de pe randul urmator au
lungimea L/2 sau L/2+1 (am semnificar prin / catul impartirii intregi). Dar numarul de
injumatatiri dupa care se ajunge la intervale de lungime 1 (celule de jos, care nu mai pot fi
impartite) este de ordin logaritmic.

Sa vedem cum pastram informatii despre aceste intervale. Pentru aceasta, vom mai introduce
un parametru la functia rec. 1l notdm cu nod si alegem sa 1l scriem primul (pozitia lui intre
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parametrii functiei recursive nu este importanta, insa incercam sa pastram o ordine intalnita in
multe materiale despre arborii de intervale). Avem asadar:

void rec(int nod, int st, int dr) {

if (st == dr) {
/// operatie directd pe intervalul format
/// cu un singur element (v[st])

} else {
/// intervalul de indici de la st la dr este impartit
/// in doud intervale, folosind un indice de la mijloc,
/// lar apoi facem autoapel in acestea

int mid = (st+dr)/2;

rec(2*nod, st, mid);
rec (2*nod+1, mid+1l, dr);

}

Apel initial: rec (1, 1, n)
Urmariti modul in in care realizam autoapelurile.

Mai departe sa vedem cum arata celulele din tabel, cu noul parametru.

1
1,11
2 3
1,6 7,11
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10,11
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6,6 7,8 9,9 10,10 | 11,11
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8

Valorile lui nod sunt figurate deasupra, boldat. Asadar, in fiecare celuld avem un triplet (nod, st,
dr)unde [st, dr] reprezintd un interval de indici din vectoriul V.

Dar ce semnificatie poate avea nod?

Citind de sus in jos si de la stanga la dreapta, valorile sale sunt consecutive incepand cu 1,
exceptie facand cateva aflate mai la final, care lipsesc.

Acum sa estimam numarul de intervale (celule) care apar in tabel. Pentru asta, sa consideram
ca n este o putere de 2. Pentru simplitate luam n=8. Tabelul nostru va fi:
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Acum se observa usor:
- valorile nod sunt toate numerele de la 1 la 2*n-1 (deci tot acesta este numarul de
intervale care ne intereseaza);
- inaltimea este 1+1log2n;
- daca n nu ar fi putere de 2, ne ddm seama usor ca tabelul nu este mai inalt decat pentru
cazul ca am majora pe n la urmatoarea putere de 2, iar numarul sau de elemente este
tot 2*n-1;

in general, la tehnica noastra numarul de intervale care conteaza este 2*n-1.
Valoarea nod o vom folosi ca indice in alt vector, pe care il vom nota cu 2 si care este de fapt
structura noastra de date.

Astfel, pentru un triplet (nod, st, dr) generat de functia de mai sus, avem:

A[nod] = minimul elementelor din v aflate pe indici intre st $i dr incusiv.

Putem deci spune ca la un triplet (nod, st, dr), nod este indice din 2 iar st si dr sunt indici din
V.

Din cele analizate mai sus deducem ca sunt importante 2*n-1 elemente din 2, insa observam
ca ele nu sunt plasate chiar pe toti indicii consecutiv de la 1 la 2*n-1 indiferent de valoarea lui
n.

Gandindu-ne ca la trecerea unui n peste o putere de 2 se merge pana la a se dubla numarul de
elemente (la urmatoarea putere de 2 fiecare frunza se expandeaza in alte doua) deducem ca
4*n elemente pentru vectorul A este o limitare superioara suficienta. Nu face obiectul acestui
articol, dar precizam ca exista formule de calcul pentru indicii din 2, altele decat cea folosita de
noi (mid = (st+dr) /2) care permit reducerea semnificativa a memoriei.

Date fiind cele de mai sus, sa trecem catre implementare.

Primul pas ar fi sa calculam valorile initiale din A. Adica minimele, conform elementelor date
initial in v, Tnainte de updateuri. Pentru asta, vom folosi urmatoarea functie recursiva (o varianta
a functiei rec pe care o vom numi build).

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
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Alnod] = V[st];
} else {
int mid = (st+dr)/2;

build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]):;
}
Apel: build (1, n);

Este un principiu divide et impera pe care il putem interpreta asa:
- Daca intervalul are lungimea 1, valoarea din el este chiar cea din V de pe acea pozitie.
- Altfel, cei doi fii sunt de fapt cele doua jumatati ale sale si valoarea din interval este
minimul valorilor din cele doua jumatati.

lata cum arata vectorul A dar si tabelul de mai sus in care acum completam cu valorile calculate
in noduri de apelul build (1, 1, n).

Indici: 123456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
Valori din V: 1 6 4 3 92 780 5 4
Valori din A: 01 01 20414 3 2 7 0 5 4 1 6 X X 3 9 X X 7 8
1
1,11
0
2 3
1,6 7,11
1 0
4 5 6 7
1,3 4,6 7,9 10,11
1 2 0 4
8 9 10 11 12 13 14 15
1,2 3,3 4,5 6,6 7,8 9,9 10,10 11,11
1 4 3 2 7 0 5 4
16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
1 6 3 9 7 8

De remarcat ca timpul de calcul pentru rularea acestui cod, build (1, n) este de ordin n (sunt
2*n-1 valori care se calculeaza). Asta ne poate duce putin in eroare gandindu-ne ca noi
urmarim sa obtinem cod care ruleaza in timp logaritmic. Nu este nicio problema intrucat apelul
acesta se face o singura data, nu la fiecare operatie, iar el are aceeasi complexitate in timp ca
si citirea datelor.
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Pornind de la observatia ca nodurile frunza (cele care corespund unor intervale de lungime 1)
se parcurg de la stanga la dreapta (acest lucru se intdmpla pentru ca noi facem mai intai
autoapel in subintervalul stang), si ca valorile nodurilor se completeaza de jos in sus (deoarece
instructiunea A[nod] =min (A[2*nod], A[2*nod+1]) ; se afla dupa autoapeluri), putem
face citirea datelor de intrare chiar in functie, pe ramura fara autoapel, adica:

void build(int nod, int st, int dr) {

if (st == dr) {
fin>>A[nod];

} else {
int mid = (st+dr)/2;

build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+11]);

}

Am prezentat aceasta varianta penrtu a ajuta la intelegerea mai buna a modului de functionare,
dar nu o recomandam, consideram ca este mai important sa facem lucrurile separat, si pentru a
le avea mai clare.

Pentru ca tot am vorbit de frunze, noduri, dar si tindnd cont si de la denumirea structurii (arbore
de intervale), ne putem imagina si o reprezentare a datelor printr-un arbore binar (in care un
nod este un interval iar cei doi fii ai sai sunt cele doua jumatati care il compun). Astfel, fiecare
celula de tabel este un nod iar cei doi fii sunt cele doua celule de sub ea, corespunzand celor

doua jumatati in care se descompune intervalul pe care ea il reprezinta.

e,

e
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Operatia de actualizare a unui element.
Noi am codificat-o prin 2 p %, cu semnificatia: elementul de pe pozitia p din vectorul dat devine

x. Sa vedem ce modificari implica aceasta operatie in vectorul A.
- se va modifica valoarea frunzei corespunzatoare intervalului de lungime 1 [p, p];
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- pentru tot drumul de la aceasta frunza pana la radacina se vor calcula valorile din celula
curenta in functie de cele din cele doua celule fiu (cele doua jumatati ale intervalului
reprezentat de celula curentd) - care la revenire sunt deja calculate;

Figuram cele explicate aici considerand exemplul initial si actualizarea v[8] = 5; (adica
valoarea de pe pozitia 8, in loc de 8, va deveni 5).

16 17 20 21 24 25
1,1 2,2 4,4 5,5 7,7 8,8
| 6 8 8 | 85

Celulele desenate cu background rosu sunt cele Tn care se recalculeaza valoarea (pentru unele
ea se poate modifica iar pentru altele nu).

Pentru a realiza acestea, facem o alta functie recursiva (o vom numi update), in care avem ca
parametri, pe de o parte pe cei 3 care identifica tripletele (nod, st, dr) si inca doi specifici
operatiei: p Si x.

Reamintim ca este esential sa generam la toate functiile care opereaza pe arbore, acelesi
triplete.

void update (int nod, int st, int dr, int p, int x) {

if (st == dr) {
Al[nod] = x;
} else {
int mid = (st+dr)/2;

if (p <= mid)

update (2*nod, st, mid, p, x);
if (p > mid)

update (2*nod+1, mid+1, dr, p, x);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+11]);
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}
Apel: update (1, 1, n, p, x)

Cateva observatii legate de codul functiei de mai sus:

- din nodul curent avansam exact in unul dintre cei doi fii (cel care va contine pozitia p);

- Intrucat inaltimea arborelui este de ordin logaritmic iar noi cobordm un nivel la fiecare
autoapel, ajungem la complexitatea dorit3;

- cele doua i f-uri puteau fi scrise mai compact printr-un i f-else, insa am preferat
aceasta varianta pentru a introduce un standard ce va fi folosit si la alte operatii pe
arbore; odata stapanit modul in care functioneaza structura, este la alegerea celui care
codeaza sa scrie cum i se pare mai potrivit;

- p si x se transmit cu aceeasi valoare catre autoapeluri dar am ales sa ii punem
parametri pentru claritate; daca dorim, 1i putem folosi ca variabile globale;

Operatia de interogare
O codificam asadar prin 1 a b cu semnificatia data (sa aflam minimul dintre valorile: vV [a],

Via+l],...,V[b]).

De aceasta data vom scrie intai codul care realizeaza interogarea si vom veni cu explicatii
asupra lui.

void query(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (a<=st && dr<=b) {

sol = min(sol, A[nod]):;
} else {
int mid = (st+dr)/2;

if (a <= mid)
query (2*nod, st, mid, a, b);
if (b >= mid+1)
query (2*nod+1, mid+1, dr, a, b);

sol = -INF;
query (1, 1, n, a, b);
fout<<sol;

O explicatie sumara a acestui cod ar fi urmatoarea: daca pentru intervalul curent [st, dr],
intervalul de interogare [a, b] are elemente si intr-o jumatate si n alta, facem autoapel in
amandoua jumatatile, Tn caz contrar face, apel in jumatatea in care el contine elemente.

Cand ajungem la uninterval [st, dr] completinclus in [a, b], comparam cu minimul global
(pastrat de noi in variabila so1) valoarea A [nod] (corespunzatoatr lui [st, dr]).
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Aceasta explicatie sumara nu justifica nici eficienta (de exemplu, ne punem intrebarea, “daca
facem apel Tn ambii fii, nu putem ajunge la timp de ordin n, precum la build ?”) si nici nu ajuta
la intelegerea temeinica a modului in care se face descompunerea (iar aceasta buna intelegere
este esentiala si pentru priceperea modului de functionare a structurii atunci cand avem
actualizare pe interval de indici - s nu uitam ca aici noi am facut explicatie doar pentru update
pe un singur element).

Asadar, sa ne concentram pe modul in care functioneaza functia query, scrisd mai sus.

Pe figura de mai sus sunt evidentiate (cu alt background decét alb) nodurile prin care se trece la
un apel pentru intervalul [a, b] = [2, 8].

Nodurile figurate cu rosu au intersectie nevida cu intervalul [a, b] Tnsa nu sunt complet incluse
in el, asa ca pentru ele nu se raspunde cu informatia A [nod] ci se autoapeleaza in fii. Din
unele dintre ele se fac doua autoapeluri iar din altele doar unul, depinde de care dintre jumatati
au intersectie nevida cu [a, b].

De exemplu, cand pornim din nodul de sus, cu apelul initial, adica [st, dr] = [1,11], se fac
autoapeluri in ambii fii, iar cand ajungem in [7, 111, se mai face autoapel doar in fiul stang, [ 7,
91, pentru ca doar el are intersectie nevida cu intervalul [a, b].

Cu albastru am figurat intervalele complet incluse in [a, b]. Deci, cand se ajunge cu autoapel
in ele se returneaza valoarea din A corespunzatoate fara sa se mai faca autoapeluri. Se
observa pe figura ca, daca pe acestea albastre le concatenam de la stédnga la dreapta, obtinem
chiar intervalul [a, b].

Acum ne punem problema: cat de multe pot fi intervalele prin care trece un autoapel (adica in
total cele rosii si cele albastre) ? De numarul lor depinde timpul de executare, iar noi ne dorim
ca el sa fie de ordin logaritmic.

10
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Din aceasta figura pare ca numarul de intervale implicate este mare raportat la numarul total de
intervale. Dar asta pentru ca avem un n mic iar intervalele aflate mai sus sunt desenate “mai
late”. Dar sa vedem o figura mai in ansamblu.

Este esential de observat ca sub intervalele colorate cu albastru nu mai avem culori.
Semnificatia este ca nu se mai ajunge cu autoapelul in intervale de sub acestea. Practic,
pentru fiecare valoare din intervalul de query se ajunge doar pana la cel mai inalt nod din
AINT care o contine si care este complet inclus in intervalul de query [a, b]. Retinem in
mod special aceasta observatie, esentiala in intelegerea situatiei cu update pe interval, despre
care am mai amintit si pe care o vom explica ulterior (tehnica numita “lazy update”).

Observam ca este o singura linie (nivel) pe care se afla doua dreptunghiuri rosii. Celelalte linii
pe care sunt doua dreptunghiuri colorate au proprietatea ca unul dintre ele esle colorat cu
albastru, adica cel dinspre mijloc. Ce se intdmpla de fapt ? Odata facuta ramificarea pe un nivel,
pe nivelele de mai jos in care se mai fac doua autoapeluri, se intampla ca unul dintre cele doua
(cel dinspre mijloc, adica din dreapta daca am mers la ramificare pe ramura din stanga, si cel
din stdnga, daca am mers la ramificare pe ramura din dreapta) reprezinta un interval al
AINT-ului complet inclus in [a, b], deci din el se va raspunde direct cu valoarea (A [nod]) fara
a se mai face autoapeluri.

Dacéa am figura mai contractat nodurile, am observa si mai bine ce se intdmpla de fapt.

11
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A /A

Nu e obligatoriu ca ramificarea sa se faca de pe primul nivel, dar de acolo unde se face, se va
merge Tn jos pe doua ramuri, iar pe fiecare dintre acestea va fi cel mult un nod in care se mai
fac douda autoapeluri si in plus, in fiecare astfel de caz, unul dintre autoapeluri returneaza direct
valoarea.

Astfel, de pe fiecare nivel se pot vizita maxim 4 noduri. Pe de alta parte, numarul de niveluri
este maxim 1 + log,n. Obtinem timp de calcul logaritmic.

Prezentam mai jos o sursa care rezolva problema enuntata la inceput.

Un enunt complet al acesteia se afla aici:

https://www.pbinfo.ro/probleme/2090/actualizare-element-minim-interval

#include <fstream>
#include <climits>
#define DIM 100010
#define INF INT MAX

using namespace std;

ifstream fin ("aemi.in");
ofstream fout ("aemi.out");

int A[4*DIM];
int n, m, a, b, t, i, minim;

volid build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
fin>>A[nod];

12
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} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);

}

void query(int nod, int st, int dr, int a, int b) {
if (a <= st && dr <= b) {

minim = min (minim, A[nod]);
} else {
int mid = (st + dr)/2;

if (a <= mid)
query (2*nod, st, mid, a, b);
if (b > mid)
query (2*nod+1, mid+1l, dr, a, b);

}

void update (int nod, int st, int dr, int a, int b) {

if (st == dr) {
A[nod] = b;
} else {
int mid = (st + dr)/2;

if (a <= mid)

update (2*nod, st, mid, a, b);
if (a > mid)

update (2*nod+1, mid+1l, dr, a, b);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+1]);

}
int main () {

fin>>n;
build(l, 1, n);
fin>>m;
for (int i=1;i<=m;i++) {
fin>>t>>a>>b;
if (£t == 1) {
minim = INF;
query(l, 1, n, a, b);
fout<<minim<<"\n";
} else {
update(l, 1, n, a, b);
1
}

return O;

13
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Il) Folosirea arborilor de intervale atunci cand avem update pe un interval
cu mai mult de un element (tehnica “lazy update”).

La problema anterioara, chiar daca interogarea se poate face pe un interval, operatia de
actualizare a fost data pentru un singur element.

Acum rezolvam problema in care operatia de actualizare este de forma: 2 a b x, cu
semnificatia: “toate elementele aflate in v pe pozitii de la a la b inclusiv primesc valoarea x”.

Pornind de la ce avem deja, am putea folosi functia update (scrisd mai sus) pentru fiecare
element din intervalul [a, b].

for (i=a;i<=b;i++)
update (1, 1, n, i, x);

Avem astfel n*1og,n pe update, dar noi am promis 1og,n.

Alta varianta ar fi ca la functia update sa facem cam ca la query Si s&@ mergem pana la frunze.

void update (int nod, int st, int dr, int a, int b, int x) {

if (st == dr) {
Al[nod] = x;
} else {
int mid = (st+dr)/2;

if (a <= mid)

update (2*nod, st, mid, a, b, x);
if (b >= mid+1)

update (2*nod+1, mid+1, dr, a, b, x);
A[nod] = min(A[2*nod], A[2*nod+11]):;

}

Practic avansam peste tot pana ajungem la frunze, avand grija sa reconstituim nodurile
interioare, adica dupa autoapeluri.

Din pacate, ajungem sa actualizam fiecare frunza individual, iar numarul acestora este de ordin
n.

Solutia optima se obtine pornind de la cea de mai sus plus cateva observatii pentru a nu mai
ajunge la frunze. Acest lucru se obtine oprindu-ne mereu cu actualizarea la intervalele complet
incluse in [a, b], adicd la cele figurate cu albastru pe desenele anterioare, la explicatiile despre
operatia de interogare.

Imediat apare insa intrebarea: dar ce se intampla daca dupa un astfel de update apare un
query (sau un alt update) strict in interiorul unui astfel de interval pentru care nu am mers si
in fii?
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Mai precis, daca pe exemplul initial facem o operatie de tipul 2 3 8 4 (adica toate valorile din
intervalul de indici 3 ... 8 devin 4), arborele nostru ar arata:

Adica valorile setate pentru intervalele in care se descompune [a, b] sunt actualizate la 4, insa
cele de sub ele raman cu valorile anterioare. Acest lucru ar face ca un query pentru pozitia 5,
spre exemplu, sa dea valoare gresita, 9 (acest query ar ajunge chiar in acea frunza pentru
care valoarea acum nu mai este corecta).

Pentru a rezolva problema, vom retine suplimentar in fiecare nod al arborelui de intervale un
flag (valoare care poate fi 0 sau 1) iar cand acesta este marcat la 1 semnifica faptul ca s-a facut
in intervalul reprezentat de acel nod o actualizare care nu a mai fost trimisa fiilor.

In momentul in care se trece in jos printr-un nod, vom verifica valoarea flagului si in cazul in
care el este 1, inainte sa facem autoapel in unul sau in ambii fii ai nodului curent, vom transmite
valoarea din nod in ambii sai fii si vom seta la 1 flagul din acestia, facand totodata 0 flagul din
nodul prin care am trecut.

Aceste operatii se executa in timp constant, deci nu afecteaza complexitatea, iar prezenta
flagului anunta ca valorile din nodurile de sub un nod cu flagul 1 nu sunt neaparat reale, dar ele
pot fi actualizate cand este nevoie de ele, intrucéat orice apel porneste de sus in jos si poate afla
valoarea flag-ului pentru nodurile prin care trece.

Arborele nostru, dupa update-ul de mai sus, pentru care figuram in fiecare nod si minimul si
flagul, arata astfel:
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Sa presupunem ca avem mai departe un query pentru valoarea din nodul 6 (adica de forma 1
6 6). Un apel al functiei query are nevoie de nodul 11 din 2, care nu are valoarea corecta insa
pentru a ajunge cu autoapelul la el se va trece prin tatal sau, nodul de pe pozitia 5, care are
flagul setat. Chiar daca este necesar sa se avanseze doar spre fiul sau drept, la trecerea prin
nodul 5 se va seta valoarea si flagul catre ambii fii ai sai si se va deseta valoarea sa. Astfel,
avem:

Pe scurt, artificiul nostru se realizeaza in urmatorii pasi:
- se opereaza nainte de autoapeluri;
- atat la query cét si la update, daca se intélneste un interval cu flagul 1 pentru care
sunt necesare autoapeluri:
- se seteaza la 0 flagul,
- se trimite la fii valoarea sa;
- se seteaza la 1 flagul fiilor;

16
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- la update, daca se intalneste un interval [st, dr] completinclusin [a, b]
- se actualizeaza valorea nodului corespunzator

- se seteaza flagul la 1
- nu se mai face autoapel in fii.

Prezentam mai jos rezolvarea problemei (actualizare pe interval si interogare de minim pe

interval).
Enuntul complet se gaseste aici:

https://www.pbinfo.ro/probleme/2091/actualizare-interval-minim-interval

#include <fstream>
#include <climits>
#define DIM 100010
#define INF INT MAX

using namespace std;

ifstream fin ("aimi.in"):;
ofstream fout ("aimi.out");

struct nod {
int value;
int flag;
}s

nod A[4*DIM];
int n, m, a, b, t, i, minim, x;

void build(int nod, int st, int dr) {

if (st == dr) {
fin>>A[nod] .value;
A[nod].flag = 0;

} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
A[nod] .value = min(A[2*nod] .value,
A[nod] .flag = 0;

}

void query (int nod, int st, int dr, int a,
1f (a <= st && dr <= b) {
minim = min (minim, A[nod].value);
} else {
if (A[nod].flag == 1) {
A[2*nod] .value = A[nod] .value;

A[2*nod+1] .value) ;

int b)

{
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A[2*nod] .flag = 1;
A[2*nod+1] .value = A[nod] .value;
A[2*nod+1] .flag = 1;
A[nod] .flag = 0;
}

int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
query (2*nod, st, mid, a, b);
if (b > mid)
query (2*nod+1, mid+1, dr, a, b);

A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1] .value) ;

}

void update (int nod, int st, int dr, int a, int b, int x) {

if (a <= st && dr <= b) {
A[nod] .value = x;
Alnod] .flag = 1;

} else {

if (A[nod].flag == 1) {
A[2*nod] .value = A[nod].value;
A[2*nod] .flag = 1;
A[2*nod+1] .value = A[nod] .value;
A[2*nod+1] .flag = 1;
A[nod] .flag = 0;

}

int mid = (st + dr)/2;
if (a <= mid)
update (2*nod, st, mid, a, b, x);
if (b > mid)
update (2*nod+1, mid+1, dr, a, b, x);
A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1]

1
int main () {

fin>>n;
build(l, 1, n);
fin>>m;
for (int i=1;i<=m;i++) {
fin>>t>>a>>b;
if (£ == 1) {
minim = INF;
query(l, 1, n, a, b);
fout<<minim<<"\n";
} else {

.value) ;

18



prof. Marius Nicoli

fin>>x;
update (1, 1, n, a, b, x);
}
}

return 0;

Intrucét se fac modificari in noduri si in cazul unui query (atunci cand se trece prin cele cu flagul
1), acestea pot afecta si minimele din nodurile de deasupra lor, asadar, si la revenirea din
autoapeluri trebuie pusa instructiunea de actualizare a valorii din nodul curent in functie de

valoarea din fii:
A[nod] .value = min(A[2*nod] .value, A[2*nod+1l].value);

Semnificatia flag-ului a fost descrisa conform cu specificul problemei de mai sus. In functie de
caz, putem da acestuia si alte roluri.

lll Folosirea arborilor de intervale pentru operatii mai complexe

Problema: Avem un sir de numere intregi asupra caruia putem face doua tipuri de operati:
- aflarea minimului urmata de stergerea sa (daca minimul apare de mai multe ori se sterge
doar o aparitie, cea de la indicele mai mic); lungimea sirului se actualizeaza (scade cu
1);
- schimbarea valorii unui element dat;

Enuntul complet se afla aici:
https://www.pbinfo.ro/probleme/2093/actualizare-element-stergere-minim

Daca ne spune cineva solutia este folosind arbori de intervale, ne putem gandi ca apare o
problema prin faptul ca se modifica lungimea vectorului de la o operatie la alta (la stergere).
Noi stim ca trebuie sa formam acelasi set de triplete (nod, st, dr) la fiecare functie recursiva.
Dar modificAndu-se n, lungimea vectorului, lucrurile se deregleaza.

Pentru a evita acest lucru apelam la urmatorul truc: nu stergem efectiv elementele ci doar le
marcam drept sterse.

Procedand astfel, alt lucru de care trebuie tinut cont este ca la operatiile de actualizare se da
pozitia din momentul curent, ori in urma stergerilor anterioare ea nu mai corespunde neaparat
cu cea initiala, deci trebuie aflata.

De asemenea, in afara de minim ne mai intereseaza si cea mai din stanga pozitie pe care el se
afla.

Pentru a indeplini toate cele de mai sus, vom tine, pentru fiecare nod din AINT (adica pentru
fiecare interval) trei valori:

struct nod {
int minim;
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int poz;
int cnt;

- minim reprezinta valoarea minima din intervalul corespunzator nodului;

- poz reprezinta cea mai din stdnga pozitie pe care se afla minimul din interval; aceasta
valoare este relativa la dimensiunea initiala a vectorului,

- cnt reprezintd numarul de elemente nesterse inca in intervalul corespunzator lui nod
(deci, daca acest interval este [st, dr], dr-st+1 - A[nod] .cnt reprezinta numarul
de elemete sterse).

Construim mai intai arborele de intervale corespunzator vectorului dat:

void build(int nod, int st, int dr) {
if (st == dr) {
/*
pentru intervalele de lungime 1:
- minimul este chiar valoarea de la intrare;
- numdrul de valori nesterse este 1 (initial nu e nimic sters);
- pozitia minimului este chiar cea care se da la intrare;

*/
fin>>A[nod] .minim;
A[nod] .poz = st;
A[nod] .cnt = 1;
} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);
/*
Dacd minimul provine din jumdtatea stdnga tinem in poz, pentru
nodul curent, valoarea lui poz din fiul stédng (chiar daca am
avea aceeasi valoare minimd si in fiul drept)
*/
A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod] .poz;
if (A[2*nod+1l] .minim < A[nod] .minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod+1].poz;
1
/*
- 1initial toate valorile sunt nesterse;
- altfel, puteam scrie: A[nod].cnt = dr-st+l;
*/

A[nod].cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;
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Pentru operatia de interogare lucrurile sunt relativ simple: in radacina avem si minimul si pozitia
sa. Astfel, putem afisa direct valoarea A[1] .minim .

Acum trebuie sa stergem elementul de pe pozitia A[1] .poz . Noi am stabilit ca vom face o
stergere logicd, adica doar vom marca drept sters elementul de pe aceasta pozitie. Aceasta
marcare provoaca modificarea unor informatii din AINT (scade cu 1 valoarea cnt din nodurile
care contin pozitia de pe care stergem, dar se poate modifica si minimul sau pozitia sa in aceste
noduri).

Practic aceasta stergere este o actualizare mai speciala a valorii unui element (vom pune in el o
valoare foarte mare, dar fata de actualizarea de tipul 2, vom mai si seta la 0 valoatea cnt din
nodul frunza corespunzator nodului marcat ca sters).

Vom folosi deci acelasi cod atat pentru stergerea unui element cat si pentru actualizarea valorii
unui element.

void update (int nod, int st, int dr, int poz, int x) {
if (st == dr) {
A[nod] .minim = x;
A[nod] .poz = st;

if (x == INF)
A[nod].cnt = 0; /// pentru stergere
else
Alnod].cnt = 1; /// pentru actualizare
} else {
int mid = (st + dr)/2;

if (poz <= mid)
update (2*nod, st, mid, poz, x);
if (poz > mid)
update (2*nod+1, mid+1l, dr, poz, X);

A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod] .poz;

if (A[2*nod+1l].minim < A[nod] .minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod+1] .poz;

}

A[nod].cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;

Pentru stergere facem apelul:
update (1,1,n,A[1] .poz, INF);
Pentru actualizare facem apelul:
fin>>p>>x;
update (1, 1, n, ?, x);
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Acum mai raméane de vazut cine este valoarea ?.

Cum spuneam, la intrare ni se da o pozitie dinamica, adica tinand cont de stergerile anterioare,
pe cand noi pastram elementele nesterse pe pozitiile lor initiale. Trebuie deci sa aflam pe ce
pozitie se afla la un moment dat al p-lea element nesters. Pentru asta ne vom folosi de campul
cnt al nodurilor din ATNT.

Vom mai face o alta functie care opereaza pe AINT: getPoz (int nod, int st, int dr,
int p), cu semnificatia: returneaza al p-lea nod nesters din intervalul [st, dr], cu informatii

pastrate in A pe pozitia nod.

Codul este mai jos:

int getPoz (int nod, int st, int dr, int p) {

if (st == dr) {
return st;
} else {
int mid = (st + dr)/2;

if (A[2*nod].cnt >= p)
return getPoz (2*nod, st, mid, p):
else
return getPoz (2*nod+1, mid+1l, dr, p-A[2*nod].cnt);

Modul de functionare este ca la o cautare binara:

Al p-lea nod nesters din intervalul [st, dr] este al p-lea nod nesters din intervalul [st, mid]
daca in partea stanga sunt cel putin p noduri nesterse, respectiv al x - lea nod din intervalul
[mid+1, dr] daca in stdnga sunt mai putin de p noduri nesterse (unde x este egal cu p minus
numadrul de noduri nesterse in fiul stadng al lui nod). Practic la fiecare pas se coboara un nivel in
arbore. Toate aceste functii au timp de calcul de ordin logaritmic.

Programul complet este aici:

#include <fstream>
#define INF 2000000001
#define DIM 100010
using namespace std;

ifstream fin ("aesm.in");
ofstream fout ("aesm.out");

struct nod {
int minim;
int poz;
int cnt;

}s
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nod A[DIM * 4];
int n, m, x, t, p;

void build(int nod, int st, int dr) {

if (st == dr) {
fin>>A[nod] .minim;
A[nod] .poz = st;
A[nod] .cnt 1;

} else {
int mid = (st + dr)/2;
build(2*nod, st, mid);
build(2*nod+1, mid+1, dr);

A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod] .poz;

if (A[2*nod+1l] .minim < A[nod] .minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] ..minim;
A[nod] .poz = A[2*nod+1] .poz;

}

A[nod].cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;

}

void update (int nod, int st, int dr, int poz, int x)

if (st == dr) {
A[nod] .minim = Xx;
A[nod] .poz = st;
if (x == INF)
A[nod].cnt = 0;
else
A[nod].cnt = 1;
} else {
int mid = (st + dr)/2;

if (poz <= mid)
update (2*nod, st, mid, poz, x);
if (poz > mid)
update (2*nod+1, mid+1l, dr, poz, X);

A[nod] .minim = A[2*nod] .minim;
A[nod] .poz = A[2*nod] .poz;

if (A[2*nod+1l] .minim < A[nod] .minim) {
A[nod] .minim = A[2*nod+1] ..minim;
A[nod] .poz = A[2*nod+1].poz;

1

A[nod].cnt = A[2*nod].cnt + A[2*nod+1].cnt;

{
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int getPoz (int nod, int st, int dr, int p) {

if (st == dr) {
return st;
} else {
int mid = (st + dr)/2;

if (A[2*nod].cnt >= p)
return getPoz (2*nod, st, mid, p);
else
return getPoz (2*nod+1, mid+1l, dr, p-A[2*nod].cnt);

int main () {
fin>>n;

build(1l, 1, n);

fin>>m;
for (int i=1;i<=m;i++) {
fin>>t;
if (£t == 1) {
fout<<A[1l] .minim<<"\n";
update(l, 1, n, A[l].poz, INF);
} else {

fin>>p>>x;
update (1, 1, n, getPoz(l, 1, n, p), x);
}
}

return 0;
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