Prof. Marius Nicoli

Arbori indexati binar (AlIB).
Materialul de fata se va concentra mai putin pe structura interna a AIB-urilor si mai mult pe modul lor de folosire.

Arborii indexati binar reprezinta o structura de date utila pentru a rula rapid anumite operatii pe siruri, de baza
fiind: actualizare a unui element si interogare pentru un prefix. In anumite cazuri aceste operatii pot fi adaptate si
pentru secvente oarecare, nu neaparat elemente individuale sau prefixe.

Afirmam ca AIB sunt o structurd de date deoarece dintre toate secventele unui sir ei precalculeaza informatii
pentru o parte dintre acestea si pe baza acestor informatii se pot reconstitui apoi informatii din orice alta secventa.

Memoria necesara este de ordin n (pentru fiecare element se stocheaza date despre o singura secventa care se
termina in el), deci pentru acest lucru este necesar un sir de lungimea celui dat.

Operatiile de interogare si de actualizare se fac in timp logaritmic. Adica la o interogare pe prefix vom folosi
maxim log secvente dintre cele la care avem calculata informatia iar la o actualizare vom modifica de asemenea
maxim log dintre aceste secvente.

O structura alternativa pentru lucrul cu informatii despre secvente o reprezinta arborii de intervale (AINT).

AINT necestita tot memorie de ordin n dar in realitate constanta este mai mare (daca la A1B ne trebuie exact n
memorie suplimentara, la AINT memoram informatii despre aproximativ 2 *n intervale dar la implementare este
necesara o structura mai mare, pentru siguranta pana la 4 *n componente).

Arborii de intervale accepta in general operatiile pe care le accepta si arborii indexati binar dar si altele
neacceptate de AIB. In schimb, atunci cand o operatie este acceptata si de AIB se prefera folosirea acestora din
urma (nu numai pentru necesarul de memorie dar si pentru viteza, la AIB unele lucruri se fac ceva mai repede
pentru ca implementarea se poate folosi mai mult de operatii pe biti iar la AINT unele lucruri merg usor mai lent si
datorita apelurilor recursive necesare in numar mare).

Sa prezentam acum mai detaliat lucruri utile despre ATB.

Enunt: Se da un sir v de n valori, initial toate nule. Asupra lui se pot efectua operatii de doua tipuri: marirea
elementului de pe pozitia p cu valoarea val (adica v[p] += val, codificatd de noi 1 p val), respectiv
interogarea pentru suma a secventei de la pozitia st la pozitia dr (notatd 2 st dr).

In aceasta problema interogarile si actualizarile se pot face intercalat, la fiecare interogare trebuie s& raspundem
tindnd cont de configuratia sirului data de actualizarile precedente.

Observatii:
- Simularea pe un vector obisnuit permite actualizarea in timp constant si interogarea n timp liniar (ne
trebuie un for de la st la dr la fiecare interogare);
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- Nici tehnica sumelor partiale nu ne ofera eficienta ca si timp pe ambele operatii deoarece acestea trebuie
actualizate dupa fiecare operatie de tip 1 (toate sumele de la pozitia p pana la pozitia n, deci si aici ar
trebui timp de calcul de ordin n).

Sa vedem acum cum putem obtine timp de calcul logaritmic pentru ambele operatii prin utilizarea arborilor
indexati binar.

Trebuie sa avem Tn minte solutia cu sume partiale, numai ca noi nu vom pastra toate sumele partiale ci le vom
obtine cand avem nevoie pe baza sumelor din secventele stocate in structura.

Ne vom folosi de scrierea unui numar in baza 2. Pentru exemplificare, sa consideram numarul 164 pentru care
scrierea in baza 2 este 10100100.

164 ca suma de puteri distincte de 2 se scrie: 27 + 2° + 27

Noi pe 164 ni-l imaginam indice in vectorul v si totodata in structura A.

Spuneam ca trebuie sa avem in minte problema sumelor partiale deoarece noi daca dorim suma din v dintre
doua pozitii de fapt o vom obtine ca diferenta dintre doud sume partiale. Deci ne concentram spre ce avem de
facut pentru a obtine suma din v dintre indicii 1 si 164.

In structura de date 2, la pozitia 164 vom péstra suma din secventa din V cu urmatoarele proprietati: se termina la
pozitia 164; are lungimea 27 (adica ultima putere de 2 care apare in scrierea lui 164 in vaza 2).

Observam ca daca scadem din 164 aceasta putere de 2 (echivalent cu a sterge ultimul bit de 1 din scrierea in
baza 2 alui 164), valoarea obtinuta este 164 - 2 =160, 10100000.

Acum continuam cu 160. Deci: consideram suma din v pentru secventa de lungime 2° care se termina la indicele
160. Aceasta valoare va fi chiar A[160]. Stergem iarasi ultimul bit de 1 si ajungemla 160-32 = 128. Acest
numar are un singur bit de 1, deci A[128] va reprezenta suma din v de lungime 128 = 2’ terminata la pozitia
128, adica practic aceea care incepe la pozitia 1 (observam ca in AIB la pozitii putere de 2 avem chiar suma din
secventa din vectorul original care incepe la pozitia 1 si se termina la acea pozitie).

Expresia i -= (is&-1i) are ca efect stergerea ultimului bit de 1 din scrierea binara a lui 1 (nu vom detalia aici
acest lucru dar il puteti fixa fie studiind materialul de la capitolul dedicat operatiilor pe biti fie, mai bine, simuland
efectiv operatiile pe un exemplu concret).

Operatia de interogare, o putem realiza cu secventa de mai jos.

query (p) :oferd in timp logaritmic suma din v pentru elementele dintre pozitiile 1 si p.

suma = 0;
for (i = p; 1 > 0; i-=(i&-1i))
suma += A[1];

0 128 160 164
|| 27 ] 25 2°

164 =27 + 2°+ 22
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Suma din v de la pozitia 1 la pozitia 164 = A[164] + A[160] + A[128]

Asadar pentru a obtine suma numerelor din Vv dintre pozitiile 1 si 164 este necesar sa adunam doar trei elemente
din 2. Intrucat la fiecare pas al repetitiei practic se elimind un 1 din scrierea binara a indicelui curent, rezulta ca
numarul de pasi este maxim egal cu numarul maxim de pozitii necesare la reprezentarea binara a pozitiei data,
adica 1og, din aceasta.

Evident ca pentru a beneficia de acest lucru ar trebui sa avem grija sa modificam corespunzator pe 2 atunci cand
actualizam elemente din v.

La o operatie de adaugare a valorii x la V[p], noi ar trebui sa marim cu x toate valorile din A care corespund la
secvente ce contin pozitia p. Acest lucru se obtine cu un for similar cu acela de sus dar care mareste valoarea
indicelui.

Update (p, x) :actualizeaza in timp logaritmic structura pentru a nota ca elementul de pe pozitia p a fost
marit cu valoarea x (adica aduna x la cel mult 1og elemente din A) .

for (i = p; 1 <= n; 1i+=(i&-1)) //liva ajunge indicele de final al fiecarui interval care contine pozitia
p (dintre cele necesare AIB-ului)

A[i] += val;
Semnificatie: daca am marit cu val un element al lui v creste cu val suma din orice interval al AIB - ului care
continne elementul marit cu val

Diferenta la implementare este ca mergem acum cu i crescator, deci pana la n si ca avem + in loc de - la
modificarea lui 1.

Am specificat acest detaliu de implementare pentru ca de cele mai multe ori se formeaza automatism la scrierea
acestui cod (el fiind foarte scurt).

Sa luam un exemplu pentru a intelege insa mai bine ce se intampla.
Avem un sir v de lungime n si facem update cu valoarea x la pozitia p.
Sa presupunemn = 84 Sip = 44.

Aici la fiecare pas se transforma Tn 0 secventa de valori 1 vecine de la cel mai putin semnificativ 1 spre stanga si
prima pozitie 0 intalnita se face 1. Daca am privi acum invers dinspre aceasta valoare. Numarul de pasi este
logaritmic pentru ca practic si aici se curata valori 1 (dispare cel putin un 1 iar unul nou se adauga mai la stanga,
deci nu putem avea numar de pasi mai mare ca numarul de pozitii ale scrierii binare a lui n).

Privind invers, dinspre valoarea construitd spre cea din care am construit, observam ca pozitia p face parte din
secventa reprezentata de pozitia din AIB la care am ajuns.

Concluzionam:
- Facem query de suma pentru secventa de la 1 la p din Vv adunand maxim 1og valori din A cu prima
secventa de cod prezentata.
- Facem update la un element din v actualizdnd maxim 1og elemente din A cu a doua secventa de cod
prezentata.
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- La implementare vectorul vV nu este necesar, dar trebuie sa il avem in minte la orice operatie pe care o
facem pe A.
- Daca dorim suma din secventa cu indici cuprinsi intre st si dr, facem doua interogari: query (dr) -
query (st-1).
- Structura functioneaza si pentru maxime pe prefix, dar atentie, doar daca la update valoarea
elementelor creste fata de cea anterioara (similar pentru minim cand stim ca valorile scad mereu).
in acest caz avem in A [i] maximul din secventa cu finalul la pozitia i si de lungime cea mai mica putere de 2
care apare in scrierea binara a lui i. Practic la implementare in loc de suma += A[i] vom avea sol =
max (sol, A[i]) inqueryrespectivA[i] = max (A[1], x) Inupdate (aiciam presupus ca operatia de
update nu inseamna ca elementul din v creste cu x ca la suma ci ca el devine x, presupunand ca x este o
valoare mai mare decat cea care era inainte in vV [p1]).

Chiar daca este putin redundant sa reluam, dar ca o concluzie, noi trebuie sa ne gandim ca la query obtin de fapt
informatia pe prefix iar la update actualizez toate intervalele necesare la un query pentru un prefix mai mare sau
egal cu pozitia pe care fac update.

Am prezentat operatiile pe AIB pornind de la un sir cu toate valorile nule. Putem porni si de la un sir cu alta
configuratie dar trebuie ca la inceput sa il transformam mai intéi in AIB (cu n operatii de update, cate una pentru
fiecare element, deci timp de ordin n1og,n).

Probleme rezolvate.
1. Se da o permutare a multimii 1, 2 ...n,memorata intr-un vector v cu n elemente. Determinati cate
inversiuni are in total. Numarul de inversiuni pentru o pozitie i esre egal cu numarul de valori valori care
se afla pe pozitii mai mici decéat i si care totodata sunt mai mari decat v[i].
Exemplu: 2 51 6 4 3 are 7 inversiuni (1 are in fatd doua elemente mai mari decéat el si 4 are doua iar 3 are trei).

Solutia 1.
Cu doua foruri, incercam elementele fiecare cu fiecare (pe structura algoritmului de sortare prin comparare).

for (i=2;i<=n;i++)
for (j=1;3<i;j++)
if (V[J] > VI[i])
inversiuni++;

Timpul de calcul este de ordin n” deci algoritmul nu este practic pentru valori mai mari ale lui n.

Solutia 2.

Este tot una cu timp de calcul de ordin n* insa pornind de la ea vom putea optimiza ulterior. Sa o prezentam mai
intai.

Facem urmatoarea observatie: numarul total de perechi de indici este n* (n-1) /2. Putem s& numaram, ca in
enunt la fiecare pozitie cate are in fata cu valori mai mari sau putem calcula cate elemente are in fata cu valori
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mai mici si scadem din numarul total de pozitii. Pentru a putea explica mai usor, vom merge pe varianta a doua
mai departe.

Vom folosi un vector de frecventa F si cand ajungem la pozitia i invfacemF[ v([i] ] = 1;

for (i=1;i<=n;i++)
F[ V[i] 1 = 1;

Ce avem insa in vectorul F inainte sa marcam pe v [i] ? Nu uitam ca noi dorim sa aflam pentru o pozitie cate
elemente aflate mai in fatd sunt mai mici. Sa analizam exemplul anterior, cadnd ajungem cu i = 5. (Adica la
elementul cu valoarea 4).

n vectorul F sunt marcate cu 1 doar elementele intalnite inainte de pozitia i, adica 1, 2, 5 si 6. Noi pentru 4 ar
trebui sa obtinem ca avem doua mai mici, adica pe 1 si pe 2 (3 nu ne intereseaza ca el apare in vector dupa
pozitia 4). Analizand figura de mai jos observam ca pe noi ne intereseaza numarul de valori 1 de pe pozitii de la 1
la 4 in momentul intalnirii lui 4.

Indice 1 2 3 4 5 6

F 1 1 1 1

Astfel, o prima varianta ar fi sa mai adaugam un for Thainte sa il marcam pe 4 in F, analizand insa doar indici mai
mici decéat 4.

sol = n*(n-1)/2;
for (i=1;i<=n;i++) {
for (J=1;3<VI[i];j++)
if (F[J] == 1)

Da, acest algoritm este unul cu timpul de calcul n? (de fapt, fara o normalizare in prealabil, daca nu era vorba
despre o permutare, aveam timp de calcul de ordinn * (valoarea maximd)).

Solutia 3.

O prezentam ca o continuare a celei anterioare. Observam ca actualizarea lui F inseamna sa marim un element
al sau cu 1 iar interogarea este suma pe un prefix din F. Asadar suntem exact in conctextul care ne permite
restructurarea informatiilor din F intr-un AIB (sa il notam ).

Vom avea:

int query(int p) {
int suma = 0;
for (int i=p;i;i-=(i&-1i))
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suma += A[i1];
return suma;

}

void update (int p) {
for (int i=p;i<=n;i+=(i&-1))
Ali]++;
}

int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>vI[i];

sol = n*(n-1)/2;
for (i=1l;i<=n;i++){
sol -= query(V[i]-1);

update (V[i])
}

fout<<sol;

Observam usor ca vorbim despre timp de calcul de ordin n*1og,n din faptul ca in repetitie avem o operatie de
actualizare si una de interogare.

2. AIB 2d.
Avem o matrice cu n linii i cu n coloane care initial are toate elementele egale cu 0. Asupra sa se aplica doua
tipuri de operatii:
- Actualizare: 1 j x elementul de la indicii (i,7) creste cu x.
- Interogare: se dau 4 indici 11, j1, 12, j2 si se cere sa aflam suma din submatricea cu coltul stanga sus
(11,31) sidreapta jos (12,3 2).
Prezentam mai intai implementarea (extrem de scurta) apoi o vom explica.

int query(int pi, int pj) {
int suma = 0;
for (int i=pi;i;i-=(i&-1i))
for (int J=pj;j;j-=(3&-73)
suma += A[i][]];
return suma;

void update (int pi, int pj, int x) {
for (int i=pi;i<=n;i+=(i&-1))
for (int j=pj;j<=m;j+=(j&-7)
Ali][3] += x;
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In main, la o interogare cu coltul stdnga sus 11,71 si dreapta jos 12,752 raspunsul este:

query(i2,j2) - query(il,j2-1) - query(il-1, j2)+query(il-1,jl-1);

Adica exact ca la sume partiale pe matrice. Adica query (i, j) da suma dintr-o submatrice cu coltul stanga-sus
(1,1) sidreapta jos (i,3) iar pentru o suma pe o submatrice oarecare rezultatul se compune din patru astfel de
“sume partiale”.

LaAIB2dinA[i] [J] pastram suma din submatricea care are coltul dreapta jos in (1,75), numarul de linii este
cea mai mica putere de 2 care apare in scrierea binara a lui i iar numarul de coloane este cea mai mica putere
de 2 care apare in descompunerea in factori primi a lui j.

De exemplu, laun query (13, 18), cele doua foruri aduna sumele precalculate din dreptunghiuri ca in figura:

8- X116 s

8
4X16 4X2

12
Y 5 5 55 5 8 5 5 5 R
16 18

13 23 + 22+ 20=8+ 4 + 1
18 = 2° + 2" = 16 + 2

Practic se face pentru ambele dimensiuni ceea ce se avem la AIB-urile pe vector. Atentie ca mai sus nu avem
reprezentarea matricei A ci sunt puse in evidenta dreptunghiurile a caror suma se aduna la un query (13,18).
Pe exemplul de mai sus sumele din aceste dreptunghiuri se gasesc in elementele: 2[8] [16],A[8][18],
A[12][16],A[12][18],A[13][16],A[13][18].

Fiecare element din A reprezinta asadar o zona dreptunghiulara cu ambele dimensiuni putere de 2.

Timpul de calcul este de ordin 1og” atat pentru query cat si pentru update.



