prof. Marius Nicoli

Backtracking Si elemente de combinatorica

Backtracking este o metoda de programare, adica un algoritm ce poate fi aplicat la 0 anume clasa de
probleme. Algoritmul este destul de standard dar incurajam depunerea de efort pentru buna intelegere a
modului de functionare Si nu memorarea template-ului de algoritm, pentru a ne putea usor adapta de la o
problema la alta.

Sa vedem care este clasa de probleme care se pot rezolva cu backtracking: solutia sa fie sub forma de sir si se
cer toate Sirurile care indeplinesc anumite proporietati.

Un prim exemplu este generarea aranjamentelor de m elemente ale multimii {1, 2, ..., n}. Pentru ca, asa cum
spune Si titlul, vom intersecta deseori backtracking cu combinatorica, vom stabili de pe acum exact ce
fnseamna aranjamentele: siruri de exact m elemente, distincte, cu valori naturale de la 1 la n fiind importanta
ordinea elementelor din Sir.

De exemplu, pentru n=5 $i m=3, cateva dintre Siruri ar fi:
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Asa cum am spus, ordinea elementelor in solutie este importantd, in cazul aranjamenteloravand 1 2 5sil
5 2 ca solutii distincte. Dupa cum vedeti, noi ne propunem sa generam aceste Siruri Si nu doar sa stabilim
numarul lor, cunoscut de la matematica prin formula: n! / (n-m) !

Un alt exemplu il reprezinta generarea combindrilor de m elemente ale multimii {1, 2, ..., n}. Diferenta fata de
aranjamente este ca nu vom considera distincte doud Siruri daca elementele unuia se pot obtine din cele ale
celuilalt schimbandu-le ordinea. Asadar, in cazul combinarilor, 1 2 5sil 5 2 reprezinta aceeasi solutie. La
implementare, pentru o clasa de Siruri care difera doar prin permutarea elementelor vom stabili ca
reprezentant pe acela cu elementele Tn ordine crescatoare. Asadar, se observa usor ca problema generarii
combinarilor este echivalenta cu aceea a generarii de Siruri de lungime m cu elemente de la 1 la n, Si cu
elementele din fiecare sir in prdine strict crescatoare.

De exemplu, pentru n=5 si m=3, Sirurile generate de algoritmul de combinari ar fi:
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De asemenea noi le vom genera, numarul lor fiind:n!/ (m! * (n-m) !).

Un al treilea exemplu clasic este acela al generarii permutarilor de n elemente ale multimii {1, 2, ...,n}. Asta
inseamna sa asezam in toate modurile, in ordine, toate numerele de la 1 la n, fiecare aparand o data.

Pentru n=3, un algoritm de generare a permutarilor ar produce:
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Numarul permutarilor cunoastem ca esten!.

Sa facem o combinare a celor trei notiuni pornind de la semnificatia fiecareia si sa vedem ce relatii mai stabilim
intre ele.

Observam ca permutarile sunt de fapt aranjamente ale multimii {1, 2, ...,n} pentru care m egal cu n. Aplicand
acum formula aranjamentelor, vom avean!/ (n-n) ! =n!, pentru ca stim cal! estel.

Pornind de la semnificatia combinarilor, ne gandim ca orice combinare, daca o permutam in toate modurile,
obtinem un aranjament distinct. Dar o combinare de lungime m poate fi permutata in m! moduri, Si atunci
avem formula:

(Combinari de n luate cate m) * (permutari de m) = (Aranjamente de n luate cate m).

Daca inlocuim in expresia de mai sus cu formulele scrise deja anterior pentru fiecare problema in parte,
obtinem identitate.

Un al patrulea exemplu preliminar, Si ultimul, este cel al generarii elementelor produsului cartezian. Daca avem
m multimi, fiecare multime 1 fiind formata din {1, 2, ... n.}, un element al produsului cartezian are exact m
elemente, cel de pe pozitia i fiind un element oarecare extras din multimea a i-a. De exemplu, daca avem m=3
multimi si componenta lor este {1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 2}, toate elementele produsului cartezian al lor sunt
sirurile:

111
112
1 2 1
1 2 2
2 11
2 1 2
2 2 1
2 2 2
311
312
321
32 2
Ca formula de combinatorica, numarul de elemente este n,*n,* . . . *n_, adica produsul cardinalelor de la

fiecare multime.

O concluzie care ne este de folos pentru ce avem de facut in continuare este ca toate cele patru probleme
enuntate au solutii sub forma de vector Si au mai multe solutii, care indeplinesc anumite proprietati. Tocmai
asta vom incerca prin algoritmii de tip backtracking, s& generam solutii pentru astfel de probleme.
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Asa cum suneam la inceput, problemele backtracking se rezolva cu mici modificari faté de un algoritm

standard. Acesta se bazeaza pe recursivitatea cu mai multe autoapeluri i asta il face sa ajunga cu timp de
executare mare in general.

Insist pe importanta bunei intelegere a modului de functionare tindnd cont si de faptul ca acesta nu este un
lucru tocmai simplu, fiind vorba de recursivitate mai multe autoapeluri.

Sa pornim de la urmatorul program:

}

}

#include <iostream>
using namespace std;

int n, m;

int x[30];

void backtrack (int pas) {

int main () {

if (pas == m+1l) {
for (int i=1;i<=m;i++)
cout<<x[i]<<" ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
x[pas] = 1i;

backtrack (pas+1) ;

cin>>n>>m;
backtrack(l) ;

il vom analiza impreund cu urmatoarea figura.
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Arborele este cel obtinut in urma liniarizarii algoritmului recursiv prezentat anterior pentru n=3 Sim=3. Pe

ramura fara autoapel (pas ==m+1) se ajunge cu x avand drept configuratie fiecare lant de sus in jos care se
poate forma in arborele desenat (noi am ingrosat doua dintre aceste lanturi).

Tncercdm sa punctdm mai multe elemente prin care sa intelegem ca se intdmpla asta.

Pe liniapas 1 (am numit-o aSa pentru ca este oglinda a ceea ce se intampla la apelul functiei in care
parametrul are valoarea 1) se gasesc toate valorile pe care leia x [1]. Observam ca, pe rand, x [
cavaloril, 2, 3, adica oricedela 1 lan.

Pe liniapas 2 avem toate valorile pe care leia x [2]. Remarcati cd x [2] ia valoarea 1 (de exemplu)
de mai multe ori, adica pentru fiecare valoare pecare oia x [ 1] . Adica daca x [
data setul de valoride la 1 lan, x[2] va parcurge acest set de mai multe ori.

17 ia

1] parcurge o singura
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- Mergand fnainte cu analiza, pe linia pas 3, observam ca acolo Si mai des se repeta valorile incercare.
Adica, fiecare dntre 1, 2, ..., n ajungin x [ 3] pentru fiecare combinatie posibila (x [1], x[2]). Este
bine sa facem un exercitiu, imaginandu-se ce s-ar intampla daca am mai avea un nivel, de cat de multe
ori s-ar schimba si repeta valorile de acolo.

Pentru o mai buna intelegere imaginati-va un ceas electronic care afiSeaza trei valori: ora, minutul, secunda.
Pe parcursul unei zile ora parcurge o singura data intervalul de valori posibile. Noi ne imaginam ora ca fiind
valoarea de la nivelul pas 1, adica x [1]. Minutul (pas 2)1si variaza toate valorile posibile nu doar o data, ci
pntru fiecare ora diferitd, iar secunda (pas 3) si mai des, pentru fiecare combinatie posibila ora, minut.

Cam asa functioneaza si functia recursiva prezentata mai sus.

Ea genereaza toate elementele produsulu carteziam a m multimi, fiecare avand elemente de la 1 la n. La pas
= 1 consideram ca punem in x [ 1] fiecare valoare care poate fi extrasa din multimea 1. Lapas = 2 se
pune in x [2] fiecare valoare din multimea a doua (Si am observat ca ea se imperecheaza cu fiecare valoare
extrasa din prima multime) etc.

Functia are doua lucruri de care depinde ceea ce se intampla: n Sim.

- mreprezintd numarul de valori care se construiesc in x, adica lungimea unei solutii. Observam ca la o
anume valoare a parametrului pas, noi generam elementul corespunzator din solutie, apoi facem
autoapel. Asadar depistam finalizarea constructiei unei solutii de lungime m dupa ce am facut
autoapelul pentru pas=m, adica atunci cdnd ajungem cu pas la valoaream+1.

- nreprezintd numarul de elemente din fiecare multime (noi am considerat cele m multimi ca fiind
identice). Asadar forul care variaza intre 1 Si n fixeaza de fapt prin i toate valorile pe care le ia
x [pas], valoarea extrasa din multimea curentd. Un lucru de o deosebita importanta este ca i este
variabila locala. Asta face ca la fiecare valoare a lui pas sa ramana in stiva recurivitatii valoarea lui 1 la
care a ajuns forul de la pasul respectiv iar cand pe un pas mai mare forul (Si totodata acel apel recursiv)
se termind, se revine la pasul anterior Si SE CONTINUA cu valoarea ce urmeaza celei incercate deja.
Adica preia din stiva valoarea lui i de la acel pas Si se continua forul cu urmatoarea valoare. Pe de alta
parte, observam ca de cate ori se avanseaza, forul se reiadela 1.

Din ce am explicat mai sus putem deduce Si ca de cate ori pe un nivel s-au epuizat valorile de incercat, se
revine la nivelul anterior Si se face alta incercare (urmatoarea). De aici Si denumirea algoritmului de
backtracking, adica se face un pas inapoi cand nu se mai poate.

O alta remarca este ca la trecerea la un pas superior (la autoapel, cand la pasul curent s-a setat o valoare) se
reiau de fiecare data toate valorile posibile la acel pas, deci incepand cu 1. Asa se face ca pentru fiecare noua
valoare setatd, pe pozitiile urmatoare ea se combina cu toate posibile.

Mai putem observa c@ x se comporta ca o stiva, adica o structurd in care toate operatiile se fac la varf. Ea
merge in paralel cu stiva de autoapeluri, pas fiind varful ei. O alegere la varf, x [pas] face sa urcam un nivel in
stiva (autoapel) si sa facem acolo toate incercarile posibile. Pe de alta parte, epuizarea valorilor de incercat in
varf face sa coboram un nivel Si sa incercadm acolo urmatoarea valoare.

Prezentdm inca doud exemple in care variem putin programul prezentat anterior.

1. Consideram m=3 Si la pasul 1 valoriin multime de la 0 la 23, la pasul 2 Si la pasul 3 valori in multime
dela 0 la 59. Nuvom mai merge asadar cu forul de la 1 la n |a fiecare pas, ci in intervalele descrise
mai sus. Vom folosi in vector vincare v[1]1=23,v[2]=59, v[3]1=59 Sila pasul pas vom merge de
la0lav[pas].

#include <iostream>

using namespace std;

int x[307];

int vI[4];

void backtrack (int pas) {
if (pas == 4) {
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for (int i=1;i<=3;1i++)
cout<<x[i]<<" ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=0;i<=v[pas];i++) {
x[pas] = 1i;
backtrack (pas+1) ;
}
}
int main () {
v[1l] = 23; v[2] = 59; v[3] = 59;
backtrack(l) ;
}

Am ngrosat locurile din functia recursiva unde au aparut modificari (la lungimea solutiei i la intervalul de
valori pentru fiecare element).

Efectul este sa se afiseze toate momentele (ord, minut, secunda) de pe parcursul unei zile, in ordinea in care
acestea se intampla.
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2. Pentru un m dat, consideram ca fiecare dintre cele m multimi poate avea doar valorile 0 Si 1. Asadar
vom genera toate Sirurile posibile de lungime m care au valori 0 si 1.

#include <iostream>
using namespace std;

int x[307];

int m;

void backtrack (int pas) {
if (pas == m+l) {

for (int i=1;i<=m;i++)
cout<<x[i]l<<"™ ";
cout<<"\n";

} else
for (int i=0;i<=1l;i++) {
x[pas] = 1i;
backtrack (pas+l);
}
}
int main () {
cin>>m;
backtrack(l) ;
}
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Pentu m=3 se obtine:

=il I=all [=all Lnll [oN (o) () [e)
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Algoritmul de mai sus este unul pe baza caruia putem afisa toate submultimile multimii {1, 2, ..., m} daca in loc
sa tiparim Sirul de 0 i 1 tiparim indicii unde se afla valoarea 1.

Adica putem schimba afisarea astfel:

for (int i=1;i<=m;i++)
if (x[1] == 1)
cout<<i<" ";

cout<<"\n";

S-ar obtine:
000
001 3
010 2
01 1 2 3
100 1
101 1 3
110 1 2
11 1 12 3

Cele trei exemple prezentate sunt de produs cartezian al unor multimi. Analizand solutiile in fiecare caz in parte
observam un lucru foarte important: acestea sunt generate in ordine lexicografica (aici nu ne referim la
coloana a doua a tabelului aflat imediat mai sus ci doar la prima coloana, prima find ceea ce scoate algoritmul,
a doua fiind o interpretare a fiecarei solutii generate).

Reamintim ca la comparatea din punct de vedere lexicografic a doua Siruri conteaza doar prima pozitie unde in
cele doua siruri valorile difera, deci considerand ca pe pozitiile anterioare valorile sunt identice, iar dupa
pozitia gasita nu mai conteaza cum sunt valorile.

Generarea in ordine lexicografica se intdmpla pentru ca noi incercam pe fiecare nivel valorile in ordine
crescatoare Si ca odata un prefix generat acesta se tine de fapt fixat pana cand se genereaza toate solutiile
posibile cu el, acestea obtinandu-se incercand in ordine crescatoare valorile pe pozitiile urmatoare, deci tot
lexicografic.

Revenind la exemplul initial, cel cu m multimi cu elemente de la 1 la n fiecare, explicam mai sus ca variabila i n
care fixam valorile posibile de la un nivel trebuie sa fie locala. Acum subliniem ca x, vectorul solutie Si
variabilele care indica lungimea solutiei (m) Si setul de valori posibile la fiecare nivel (n) este comod sa le tinem
globale, ele fiind aceleasi la fiecare autoapel.

in exemplul de care aminteam, implementat in codul prezentat Si al carui desfasurator de autoapeluri apare in
desenul de mai sus s-a generat produsul cartezian a m multimi, fiecare avand elemente de la 1 la n. Altfel spus,
s-au generat solutii de lungime m, fiecare element cu valori de la 1 la n i fara conditii suplimentare asupra
elementelor unei solutii (orice combinatie in conditiile de mai sus este permisa).
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Solutiile s-au generat Tn ordine lexicografica, adica intdi cele care incep cu valoarea minima (1 in acest caz),
apoi cele care incep cu al doilea minim etc. In general, pentru un prefix de solutie fixat, elementul de pe pozitia
urmatoare este generat testand valorile posibile in ordine crescatoare.

Numarul de solutii este n". Adica exponential.

Cu lungimea m si valori de la 1 la n pentru fiecare element avem mai sus toate solutiile posibile. In general
problemele de backtracking mai au un element in plus: dintre toate solutiile posibile se cer doar cele care
indeplinesc in plus anumite restrictii. Mai departe sa consideram ca dorim doar solutiile cu elemente distincte.

Reformul@m asadar problema pe care ne vom concentra in continuare: sa se genereze toate Sirurile de
lungime m, cu valori distincte cuprinse intre 1 Si n. Aceasta este de fapt echivalenta cu generarea
aranjamentelor de cate m elemente ale multimii 1..n, deci Siruri in care conteaza Si ordinea elementelor
(Pentrun=5sim=3avem:1 2 3,1 2 4,1 2 5,1 3 2,1 3 4,1 3 5,1 42,1 4 3,1 45,15
2,15 3,15 4,21 3,21 4..5 4 3).
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Solutia 6
Solutia 8
Solutia 12
Solutia 16
Solutia 20
Solutia 22

in desenul de desfasurare a autoapelurilor pentru n=3 si m=3 prezentat ceva mai sus, dispar ramurile
eliminate in cel aflate imediat mai sus.

Pentru a obtine acest lucru, la codul prezentat initial pentru generarea produsului cartezian putem adauga un
test suplimentar chiar inainte de afisarea solutiei: tiparim doar daca elementele sunt distincte:

#include <iostream>
using namespace std;
int n, m;

int x[307];
void backtrack (int pas) {
if (pas == m+1l) {
dist = 1;

for (int i=1l;i<m;i++)
for (int j=i+l;j<=m;j++)
if (x[1] == x[3])
dist = 0;
if (dist == 1) {
for (int i=1;i<=m;i++)
cout<<x[i]<<"™ ";
cout<<"\n";

}
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
x[pas] = 1i;
backtrack (pas+1l) ;
}
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int main () {
cin>>n>>m;
backtrack(l) ;

}

Am scris bold codul care face testul. Aceasta posibilitate de a obtine ce ne intereseaza genereaza totusi toate
solutiile produsului cartezian.

Am vazut ca algoritmii care fac asta sunt de ordin exponential Si este foarte important s& aducem orice
optimizare pentru a castiga cat mai mult timp la executare. Aici, de exemplu, observam ca daca punem 1 pe
prima pozitie i pe a doua tot 1, inca de acum ne dam seama ca nu are sens sa mai generam valorile pe restul
de pozitii. Ganditi-va ca mai sus avem un exemplu pentru m=3, dar arborele putea fi mult maiinalt i am fi
redus extrem de multe ramuri ale sale daca ne-am fi oprit cand apare primul duplicat in solutie, lucru

echivalent cu a testa la fiecare moment daca valoarea curenta este diferita de cele aflate deja in fata. Cu acest
test, arborele de autoapeluri ar arata:

1 ‘//////g\\ﬁxx\\ﬂ; 1‘/////’ f ‘\R\\\*é 1‘/////, gxkx\\\ﬂg
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Asadar ideea de baza care se urmareste in aceasta sectiune este de a impune un test suplimentar asupra
elementului tocmai incercat in varful stivei (adica in x [pas]) Si daca acest element nu trece testul, alaturi de

cele generate deja in prefixul curent (x [11], ..., x [pas—-11), atunci nu se mai face autoapel i se face alta
alegere lapozitia curentd, pas.

Astfel, in scopul obtinerii aranjamentelor, algoritmul de generare a produsului cartezian al m multimi, fiecare cu
multimea de valori 1, 2, ... n, se modifica astfel:

#include <iostream>
using namespace std;
int n, m;
int x[30];

int verif (int pas) {
for (int i=1l;i<pas;i++)
if (x[pas]==x[i])
return O;
return 1;

}
void backtrack (int pas) {
if (pas == m+1) {
for (int i=1;i<=m;i++)
cout<<x[1]<<"™ ";
cout<<"\n";
} else

for (int i=1;i<=n;i++) {
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x[pas] = 1i;
if (verif(pas) == 1)
backtrack (pas+1);
}
}
int main () {
cin>>n>>m;
backtrack (1) ;
}

Acesta, de mai sus, este algoritmul care genereaza aranjamentele, fara a se genera produsul cartezian, adica
oprindu-ne daca deja constatam ca prefixul curent nu poate fi al unei solutii.

Este esential de remarcat ce trebuie gandit cand scriem functia verif: considerém validate tot cu ea elementele
plasate deja pe pozitiile 1, 2, ... pas—1 (caci s-a ajuns la pas doar trecandu-se de verif cand a fost randul lor s&
fie in varf) si doar pentru cel curent, x [pas], testam daca trece conditiile alaturi de celelalte, din prefix.
Adica noi am testat doar daca x [pas] ar fi egal cu vreun element din fata sa.

Este acum momentul s& dam o generalizare pentru algoritmul de backtracking, adica un fel de template pe
care sa 1l folosim la toate problemele, identificand punctele cheie, unde lucrurile pot sa difere.

Pentru inceput se stabilesc trei lucruri (Si le vom exemplifica pe algoritmul de generare de aranjamente, tocmai
prezentat):

I.  Care este lungimea solutiei (in cazul de fata m).
Il.  Ce valori posibile poate lua elementul din varf, x [pas] (aici,dela 1 lan).
. Ce conditii de continuare punem elementului tocmai incercat in varf pentru ca el, alaturi de cele puse
deja Tnainte, si validate la fel, sa poata duce la solutie: continutul functiei verif (aici, x [pas] sa fie
diferitde x[1],cuidelallapas-1).

Am putea gandi astfel:

backtrack (pas) {
daca pas este mai mare cu 1 decdt lungimea stabilitd pentru solutie la (I)
tipareste solutia (elementele din x de pe pozitii de la 1 la
valoarea stabilita la (I)).
altfel {
pentru fiecare valoare a lui x[pas] stabilita la (II)
dacad ea indeplineste conditiile impuse la (III)
backtrack (pas+1)

Pentru conditiile de continuare, stabilite la lll se recomanda scrierea unei functii intrucat pot fi multe si asa
le-am putea grupa separat. La scrierea acesteia am putea gandi:

int verif (int pas) {
pentru fiecare motiv posibil sa invalideze valoarea incercara la pozitia pas
return 0;
return 1;

Altfel spus, daca se scapa de tot ce poate invalida valoarea incercatd, returnam la final 1.

Probleme rezolvate
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1. Sa se genereze toate permutdrile multimii 1, 2, ..., n. De exemplu, pentru n=4 s-ar afisa:1 2 3 4,1
24 3,1 32 4,1342,14231432,21314,214373,..431243272
1.

Rezolvare

| - solutia are lungimea n.

Il - valorile posibile pentru x [1] sunt cuprinse intre 1 Sin.

[l — conditii de continuare: x [pas] diferit de elementele din fata sa.

Asadar problema are, fata de cea a generarii aranjamentelor, o singura modificare: |a afisare, m=n. De fapt aici
avem un singur parametru, n.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, m;
int x[307];
int verif (int pas) {
for (int i=1;i<pas;i++)
if (x[pasl==x[1])
return 0;
return 1;
}
void backtrack(int pas) {
if (pas == n+l) {
for (int i=1;i<=n;i++)
cout<<x[i]<<" ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
x[pas] = 1i;
if (verif(pas) == 1)
backtrack(pas+l);
}
}
int main () {
cin>>n>>m;
backtrack(l) ;
}

2. Numim punct fix intr-o permutare o pozitie 1 unde x [1] = i. Dandu-se n, sa se genereze toate
permutarile de n care nu au puncte fixe. Pentru n=3, dintre cele 6 permutari posibile avem de afisat
doarpe2 3 1si3 1 2.

Rezolvare

Observam asadar ca trebuie in primul rand restructia de la permutari (solutie de lungime n, valori posibile de
la 1 lan, elemente distincte). Dintre toate permutarile mai trebuie reduse insa. Si atunci cum facem asta?
Unde apar noile restrictii? Raspunsul: la conditiile de continuare. Daca la pozitia pas avem x [pas] ==
pas, returndm 0. Doar asta se schimba. Din acest motiv mai jos vom da numai functia verif.

int verif (int pas) {
if (x[pas] == pas)
return O;

10
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for (int i=1;i<pas;i++)
if (x[pas]==x[1i])
return 0;
return 1;

}

Sa analizam putin. Unii oameni adaugd in for, laconditiadela if, s& x[1i] == 1i.Noiobservam ca nu
este necesar s& mai facem acest test la elementele din urma intrucat, daca testdm mereu doar ca elementul
din varf sa nu fie “punct fix”, avem mereu validate elementele dintre pozitiile 1 sipas-1.

Deducem ca putem imparti conditiile de continuare in doua:

- Unele care valideaza elementul curent cu toate din urma (Si aici am facut asta pentru a verifica daca
elementele sunt distincte)

- Unele care fac validare a elementului curent doar local (fara for in urma ci doar la pozitia sa sau, vom
vedea n continuare, cu unul, doud elemente anterioare).

Observati si cum am respectat modul de gandire al lui verif prezentat anterior: am testat cele doua situatii care
af face sa esueze verificarea Si la final returnam 1, daca ele trec.

R@manem la aceasta problema sa prezentam Si una dintre optimizarile foarte importante care se fac deseori
la problemele de backtracking. Observam mai sus ca functia veri f adauga un factor n la complexitate (la
fiecare element nou incercat e necesar sa parcurgem inapoi pentru a testa daca valorile raman distincte).

n cazul problemelor ce testeazd elemente distincte Si, vom vedea ulterior, i in alte vazuri, putem folosi
urmatoarea tehnica: tinem un vector de frecventa, notat aici f, global in care avem marcate elementele folosite
deja in prefixul validat din solutie. Acum, la incercarea unui nou element x [pas], putem testa daca valoarea
mai apare in fata printr-un singur i £, verificand daca x [pas] este 1.

Daca trecem testul. deci Iasam in solutie valoarea tocmai validatd, Tnainte de a face autoapel, trebuie sé o
marca@m si pe ea in f. Insd, lucru extrem de important, dupa autoapel, simetric cu locul marcarii, trebuie sa
redeclaram disponibila valoarea. Semnificatia acestui lucru este ca dupa autoapel forul continua la pasul
curent, se face acolo alta incercare si trebuie ca valoarea folosita anterior sa fie |asata libera pentru a putea
apoi fi utilizata la nivelele superioare. Solutia problemei este acum:

#include <iostream>

using namespace std;

int n, m;

int x[30], £[30];

int verif (int pas) {
if (x[pas] == pas)

return O;

return 1;

}
void backtrack (int pas) {
if (pas == n+l) {
for (int i=1;i<=n;i++)
cout<<x[i]<<"™ ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
if (£[i] == 0) {
x[pas] = 1i;
fl[i] = 1;
if (verif(pas) == 1)

backtrack (pas+l);
£[i] = 0; ///!!!!

11
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}
}
}
int main () {
cin>>n>>m;
backtrack(l) ;
}

Din ratiuni didactice, aici am pastrat functi verif. Noi cu vectorul de frecventa am rezolvat doar testarea ca
elemenele sa fie distincte. Daca insa se impun Si alte conditii solutiilor, functia verif iSi are in continuare rostul
ei. Evident ca daca nu se impun alte conditii, functia verif poate lipsi. De exemplu, la generarea permutarilor,
functia recursiva arata asa:

void backtrack (int pas) {
if (pas == n+l) {
for (int i=1;i<=n;i++)
cout<<x[i]<<"™ ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
if (£[1i] == 0) |
X[pas] = i;
fli] = 1;
backtrack (pas+1);
£[i1 = 0; ///0! 1!
}
}
}

3. Problema turelor. Se cede afisarea tuturor modurilor de aplasa n ture, pe o tabla de Sah nXn asa incat
oricare doua sa nu se atace. Cunoastem ca pe o tabla de sah doua ture se ataca daca sunt plasate pe
aceeasi linie sau pe aceeaSi coloana. De exemplu, pentru n=3 avem solutiile:

T T T T T T

Rezolvare

La prima vedere problema este total atipica fata de ce am studiat deja. Noi Stim sa generam solutii sub forma
de vector $i aici avem de-a face cu ceva in doua dimensiuni. Facem insa urmatoarea observatie: pe o linie nu
pot fi doua ture, deci pentru o linie am putea s@ memoram coloana turei care se afla pe acea linie. Ajungem
asadar la un vector acumin care x [ 1] reprezinta coloana turei care se afla pe linia 1. Adica in vectorul solutie
de la backtracking, indicii ar reprezenta linii de pe tabla de sah iar valorile ar reprezenta coloane. Ne-am
asigurat pana acum de linii distincte intrucat o componenta a unui vector poate avea o singura valoare Si cum
aceasta reprezinta coloana corespunzatore liniei reprezentata de componenta, asiguram unicitatea turelor pe
linii. Acum ne mai ramane doar sa punem conditia s& nu avem doud ture pe aceeasi coloana. Se vede repede
ca asta este echivalent s& impunem ca elementele din vector sa fie distincte (valorile inseamna indici de
coloane). Asadar problema noastra este absolut identica cu aceea de generare a permutarilor. Ne putem alege
insa modul de afisase Si iata de putem obtine:

for (i=1;i<=n;i++) (1,1
cout<<’ (",41i,’,",x[1],")"; (1,1)(2,3) (3,2)
cout<<”\n”; (1,2




prof. Marius Nicoli

(1,2)(2,3) (3,1)
(1,3)(2,1)(3,2)
(1,3)(2,2) (3,1)
Am afisat mai sus perechile de indici ocupati de
turele de la fiecare solutie.
for (i=1l;i<=n;i++) { T**
for (j=1;j<=n;j++) *T*
if (x[1] == 3J) **T
cout<<"T";
else T**
cout<<"*"; **T
cout<<"\n"; *T*
} e
cout<<"\n"; Aici avem de-a face cu un mod de afisare mai
prietenos.

4. Problema damelor. Se cere afigarea tuturor modurilor de aplasa n dame, pe o tabla de sah nXn asa
incat oricare doud sa nu se atace. Cunoastem ca pe o tabla de Sah doua dame se ataca daca sunt
plasate pe aceeasi linie, pe aceeasSi coloand sau pe aceeasi diagonala. De exemplu, pentru n=3 nu
avem solutii, dar pentru n=4 le avem pe urmatoarele doua:

D D

Rezolvare

Aceasta problema este foarte asamanatoare cu aceea a turelor, multimea solutiilor sale fiind inclusa in
multimea solutiilor de la ture. Conditia suplimentara, aceea ca oricare doud dame sa nu se atace pe diagonala
este:

lpas — il # |x[pas] — x[i]|

Daca doua dame s-ar afla pe aceeasi “diagonald” ar insemna ca se formeaza un “triunghi dreptunghic isoscel”
cain figura.

D

Lungimile laturilor sale sunt date de diferenta liniilor Si a coloanelor pentru punctele pe care le ocupa. Noi am
folosit aveste valori in modul pentru a prinde toate cazurile care pot aparea pentru dispunerea celor doua
puncte.

Vom pastra testul cu vectori de frecventa pentru elemente distincte Si vom pune in verif testul pentru
diagonale. Facem ins@ observatia ca este posibila optimizarea cu vectori de frecventa Si pentru testul de
diagonale, daca tinem cont ca elementele de pe aceeasi paralela la diagonala principala a unei matrice
patratice au diferenta indicilor constanta iar cele de pe aceeaSi paralela la diagonala secundara au suma
indicilor constanta. Lasam aceasta optimizare ca exercitiu.

13
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lata un program complet care genereaza toate solutiile de la problema damelor, afisate “prietenos”.

#include <iostream>

using namespace std;

int n;

int x[30], f[30]

int modul (int x)
return x > 0

’

{
? X o -x;
}
int verif (int pas) {
/// la pas-i nu am mai pus modul intrucat noi testam
/// in urma si atunci sigur avem pas>i
for (int i=1l;i<pas;i++)
if (pas-i == modul (x[pas]-x[i]))
return 0;
return 1;
}
void backtrack (int pas) {
if (pas == n+l) {
for (int i=1;i<=n;i++) {
for (int j=1;j<=n;j++)
if (x[i] == 3)
cout<<"D";
else
cout<<"*"
cout<<"\n";
}

cout<<"\n";

} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
if (£[1] == 0) {
X [pas] = 1i;
fri] = 1;

if (verif (pas))
backtrack (pas+1) ;
f[1i] = 0;

}

int main () {
cin>>n;
backtrack (1) ;

5. Generarea combinarilor. Revenim asupra problemei, despre care am mai discutat. Avem, in fond, de
generat solutii de lungime m in care valorile sunt distincte, cuprinse intre 1 Si n Si nu se considera
solutii distincte permutari ale aceluiasi set de elemente. Problema este echivalenta cu a genera solutii
cu elementele in ordine strict crescatoare. De exemplu, pentru n=5 sim=3 avem:1 2 3, 1 2 4,1
251 34,1 35/14%523423%5,2 45345,

Rezolvare

14
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Observam ca fata de problema generarii aranjamentelor se impune conditia ca elementele sa fie in ordine
crescatoare. Acest lucru il putem face in verif, impunand pentru x [pas] sa fie strict mai mare ca

x [pas-11.1n acest fel nu mai este necesar forul inapoi pentru a testa ca elementele sa fie disticte (dacé ne
asiguram ca fiecare e mai mare ca precedentul, atunci automat sunt Si distincte).

#include <iostream>
using namespace std;
int n, m;
int x[30], f[30];
int verif (int pas) {
if (pas > 1 && x[pas] <= x[pas-11])
return O;
return 1;
}
void backtrack (int pas) {
if (pas == m+l) {
for (int i=1;i<=m;i++)
cout<<x[i]<<"™ ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
x[pas] = 1i;
if (verif (pas))
backtrack (pas+1);

}

int main () {
cin>>n>>m;
backtrack(l) ;

}

Atentie la conditia din functia de verificare, noi ne asiguram cé pas este cel putin 2 pentru a exista Si elementul
din fata, cu care comparam.

Totusi, modalitatea de mai sus nu este cea mai buna de generare a combinarilor, chiar daca ea reduce mult
calculele drept consecinta a conditiei puse in veri f. Noi observam ca odata un prefix generat bine
(crescator), urmatorul element nu are sens sa il mai testdm de la 1 ci de la valoarea cu 1 mai mare decét
ultima pusa deja. Acest lucru este suficient Si il putem controla direct din forul de pe ramura cu autoapelul,
unde stabilim valorile posibile la pasul curent. Avem:

1 for (int i=x[pas-1] + 1; i<=n; i++) {
x[pas] = 1i;

2 | Pentru a ne asigura ca forul de mai sus functoneaza bine si cand pas=1, trebuie sd avem x [ 0] =0.

3 | Nu ne mai raman alte conditii de pus, noi generand valorile direct mai mari ca la pasul anterior Si atunci
putem renunta definitiv la functia verif.

lata deci algoritmul backtracking complet de generare a combinarilor care devine acum foarte compact Si
rapid.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, m;
int x[307];

15
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void backtrack (int pas) {

if (pas == m+1l) {
for (int i=1;i<=m;i++)
cout<<x[i]<<"™ ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=x[pas-1]+1;i<=n;i++) {
x[pas] = 1i;
backtrack (pas+l);
}
}
int main () {
cin>>n>>m;
x[0] = 0;
backtrack(l) ;
}

6. Generarea partitiilor unui numar. Se pune problema s& scriem in toate modurile un numar ca suma
de numere pozitive mai mici decat el. Se poate cere rezultatul in mai multe moduri:

a) Repetandu-se termenii sumei Si putandu-se permuta. De exemplu, pentru n=5 primele solutii sunt: 1
1111, 1112, 1121, 113, 1211, 122,131, 14 211,
etc.

b) Repetandu-se termenii sumei, dar fara a-i permuta. Adicadintre1 1 1 2sil 1 2 1sil 2 1 1
si2 1 1 1 afisam doar o solutie. De pe acum observam ca asta este echivalent cu a genera solutiile
in ordine crescatoare, dar de data asta nu Si strictd. La n=6 am avea solutiile:1 1 1 1 1 1, 1 1
112, 1113, 1122, 114,123, 15, 222, 24, 3 3, 6.

c) Fara ca termenii sa se repete Si fara a-i putea permita. Pentru n=6 avem solutiile: 1 2 3, 1 5, 2
4, 6.

Rezolvare

Ne concentram in primul rand asupra cerintei a) . Analizam cele trei lucruri de stabilit la inceput:
I. Lungimea solutiei nu mai este acum fixa.

. Valorile posibile de la fiecare nivel din solutie sunt intre 1 si n. Nu putem avea termeni mai mari decat
valoarea de partitionat.

1. Conditii de continuare: trebuie ca suma prefixului deja generat sa nu depaseasca valoarea n nicodata, iar
daca ea este chiar egala cu n vom tipari, fara sa mai facem autoapel.

Vom scrie o functie care calculeaza suma elementelor din x de pe pozitii de la 1 la o valoare data. O vom apela
de doua ori, pe de o parte in verif, ca sa decidem daca am sarit sau nu cu suma de n Si apoi inainte de afigare
pentru a testa daca suma este chiar n. Acest test este cel prin care stabilim cand ajungem la solutie pentru ca
aici nu ne mai putem folosi de comparare de pas cu lungime fixa.

Am mai putea modifica algoritmul $i sa afisdm dupa apelul functiei de suma din verif daca rezultatul este
chiar n, dar noi suntem la inceput cu backtracking Si nu dorim deocamdata sa ne abatem mult de la standard,
pentru a nu incurca lucrurile. Tot pentru standard am pastrat inca functia veri £ dar am fi putut ca in locul ei
sa testam direct daca suma (pas) <= n.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, m;
int x[307];
int suma (int pas) {
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int s = 0;
for (int i=1;i<=pas;i++)
s+=x[1];
return s;
}
int verif (int pas) {
if (suma (pas) <= n)
return 1;
return 0;
}
void backtrack (int pas) {
if (suma(pas-1) == n) {
for (int i=1;i<=pas-1;i++)
cout<<x[i]<<" ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++) {
x[pas] = 1i;
if (verif (pas))
backtrack(pas+l);
}
}
int main () {
cin>>n;
backtrack(l) ;
}

Modul de calcul al sumei prefixului, realizat la fiecare pas ca mai sus, a fost prezentat doar in scop didactic. De
fapt noi putem face calculul sumei pe parcurs, intr-o variabila globald, pe care o marim cu valoarea incercata in
varf inainte de autoapel Si o micsoram dupa cu aceeasi valoare autoapel. Folosim acelasi principiu ca la
vectorul de frecventa global folosit la testul de elemente distincte. Secventa cheie este urmatoarea:

if (s + i <= n) {

x[pas] = 1i;

s += 1i;

backtrack (pas+1) ;
s —-= 1i;

}

Observam ca la testul de solutie putem folosi direct variabila globala s. Aceasta solutie reduce complexitatea
cu un factor n.

Solutia completa este:

#include <iostream>
using namespace std;
int n, s;
int x[307];
void backtrack (int pas) {
if (s == n) {
for (int i=1l;i<=pas-1;i++)
cout<<x[1i]<<"™ ";
cout<<"\n";
} else
for (int i=1;i<=n;i++)
if (s + 1 <= n){
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X[pas] = i;
s += 1i;
backtrack (pas+1) ;
s -=i;
1
}
int main () {
cin>>n;
backtrack(l) ;
}

Solutiile b) sic) se obtin combinand ce este mai sus cu ideea de la combinari.

Astfel, pentru b), forul de pe ramura cu autoapelul unde stabilim valorile de incercat la nivelul curent il scriem:

for (int i=x[pas-1];i<=n;i++)
if (s + i <= n){

in plus, inainte de apelul din main initializam x [0] = 1, pentru a putea construi corect valoarea de la pasul
1. In felul acesta la pasul curent permitem valori mai mari decat la pasul anterior dar Si egale.

Pentru c) pornimcuidelax [pas-1]+1iarx[0] trebuie sa fie lainceput 0. ASa permitem, cum cere Si
enuntul, la un nivel, valori strict mai mari decat la cel anterior.

7. Parantezari. Dandu-se un numar n, par Si cel mult egal cu 20, se cere afisarea tuturor Sirurilor de n
paranteze care sunt asociate corect (pbinfo.ro, #344). De exemplu, pentru n=6 avem solutiile:

(C0))
(0 0)
()0
0 C0O)
000

Rezolvare

Observam ca vectorul solutie are lungimea n Si la fiecare pozitie sunt doua valori posibile. Deci spatiul solutiilor
este inclus Tn cel al tuturor Sirurilor de lungime n formate cu 2 valori distincte (sa consideram O pentru
paranteza deschisa si 1 pentru paranteza inchisa). Adica pana acum am stabilit lungimea solutiei ca fiind n Si
valorile posibile ca fiind 0 Si 1. Fara sa punem conditii de continuare noi ajungem la o problema pe care am
mai amintit-o Si am Si rezolvat-o obtinand toate submultimile unei multimi. Acum sa vedem care sunt conditiile
de continuare speciifice acestei probleme.

- Tn primul rand trebuie ca la fiecare pas intermediar numarul de paranteze deschise sa fie mai mare sau
cel mult egal decat cel al parantezelor inchise.
- Lafinal cele doua numere trebuie sa fie egale, ambele cun/2

Tn cod noi punem in x valori 0 i 1 iar ih momentul tiparirii scriem pe ecran * (’ inlocde 0si ‘)’ inlocde 1.

Numararea parantezelor deschise din prefixul curent o facem cu o variabila globala pe care o incrementam de
cate ori punem paranteza deschisa Si o decrementam, simetric, la revenirea din apelurile la care am pus
paranteza deschisa. Nu mai numaram separat parantezele inchise intrucat sunt restul, deci numarul lor se
obtine ca pas-numarul celor deschise.

Se mai observa in codul de mai jos ca noi nu punem la final conditia ca sa fie egale cele douad numere de
paranteze. Insd, pe parcurs, pe langa testul ca acelea deschise sa fie mereu cel putin egale cu cele inchise, mai
punem Si conditia ce acelea deschise sa nu depaseasca n/ 2. Se deduce usor, prin reducere la absurd, ca daca
sunt mereu indeplinite cele doua conditii impuse mai sus, la final cele doua valori nu pot fi altfel decat egale.

#include<fstream>
using namespace std;
int n,desc;
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int x[21];
ifstream fin ("paranteze.in");
ofstream fout ("paranteze.out");
void back (int pas) {
if (pas==n+1l) {
for(int i=1;i<=n;i++) {
if (x[1] == 0)
fout<<" (";
else
fout<<™)";
}
fout<<"\n";
}
else{
for (int i=0;i<=1;i++) {
x[pas] = 1i;
if (1 == 0)
desc++;
if (desc >= pas-desc && desc<=n/2)
back (pas+1) ;

if (1 == 0)
desc—--;
}
}
}
int main () {
fin>>n;
back (1) ;

return 0;

8. Fie nun numar natural. Sa se determine toate posibilitatile de alegere a semnelor + Si — pentru care
n = (+|-) 1* + (+|-) 22 + ... + (+|-) n® Deexemplu, pentru n=9 avem solutiile:

- -+ -+ -+ + -

+ - -+ - -+ -+
+ o+ - -+ - -+
+ + + + -+ - - +

Daca nu sunt solutii se va tipari IMPOSIBIL. (pbinfo.ro, 1357).
Rezolvare

Tn vectorul solutie vom memora semnul din fata fiecarui termen de la 1 la n. Codificdm minus cu 0 Si plus cu 1.
Asadar avem tot o probema de generare de siruri de lungime n cu 0 i 1. Folosim Si aici o variabila globala
care tine valoarea expresiei formate cu prefixul curent.

#include <fstream>
#include <algorithm>
using namespace std;
int x[25], n,calcul,sol;
ifstream fin ("plusminus.in");
ofstream fout ("plusminus.out");
void back (int pas) {
if (pas > n) {
if (calcul==n) {
sol=1;
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}

for (int i=1;i<=n;i++)
if (x[1]==0)
fout<<"- ";
else
fout<<"+ ";
fout<<"\n";
}

return;

}

for (int i=0;i<=1;i++) {

x[pas] = i;

if (1 == 1)

calcul += pas*pas;
else

calcul -= pas*pas;
back (pas+1l) ;
if (1 == 1)

calcul -= pas*pas;
else

calcul += pas*pas;

int main () {

fin>>n;

back (1) ;

if (sol==0)
fout<<"IMPOSIBIL";

return 0;
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