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Modalitati de calcul pentru valoarea ck.

Valoarea E'*ff reprezinta numarul de modalitati de a construi submultimi cu K elemente alese dintr-o multime

cu N elemente. Nu este importantd ordinea elementelor intr-o submultime. De exemplu, pentru N =5 si K = 3, putem
considera ca multimea din care alegem este formata din elementele {1,2,3,4,5} si submultimile care se pot forma
sunt {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5}, {3,4,5}. Deci, Cg = 10. Observam c3, fara a
fi piedut din solutii, le-am scris pe toate cu elemente in ordine crescatoare. Aceasta este si o strategie pe care o
folosim in algoritmii care genereaza efectiv aceste submultimi.
n acest articol nu ne propunem s3 generdm solutiile ci sd le numardm.
Formula de calcul este urmatoarea:
C{E _ !

! KI(N—-EK)
Ea poate fi implementata folosind operatii pe numere mari: inmultire intre un numar mare si un numar mic, impartire
a doua numere mari.

lata si cateva recurente:
ck =N e

N = i1
Recurenta este liniard. Asadar putem spune ca avem complexitate O(N) pentru calcula aceasta valoare. Practic,
intrucat acest numere cresc foarte repede sunt necesare operatii cu numere mari (in acest caz, inmultiri si impartiri
fntre un numar mare si un numar mic).
Daca avem de calculat valoarea combinarilor pentru mai multe perechi N, K putem folosi si urmatoarea recurenta
Ch=Cri+Chy
Aceasta este cea care sta la baza “triunghiului lui Pascal”. Considerand C ca fiind o matrice cu N linii si K coloane, un
element al sau se construieste insumand doua elemente de pe linia anterioara, cel de deasupra si cel aflat deasupra si

o pozitie mai in stanga.

0 1 2 3 4 5
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

Sunt o multime de relatii intre elementele triunghiului lui Pascal. lata cateva:

- elementul de pe linia i si coloana j reprezinta valoarea C'f

- elementele de pe linia N sunt coeficientii din dezvoltarea binomului (a+b)"

- suma elementelor de pe linia N este 2",
Folosind acest mod de calcul al combinarilor complexitatea in timp este de ordinul N*2. Este necesara doar operatia
de adunare a doud numere mari.
De regula nu este nevoie de o matrice de memorie ci de 2 vectori (elementele de pe o linie se calculeaza doar in
functie de cele de pe linia anterioarad). Memoria se poate reduce la un singur vector observand ca putem calcula
elementele de pe o linie de la dreapta la stanga, adunand la elementul curent elementul anterior.
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Calculul combinarilor “modulo P”

Tn multe situatii, pentru evitarea lucrului cu numere mari, nu se cere valoarea finald ci doar restul impartirii

2 u

rezultatului la un numar dat P. Spunem ca avem de calculat valoarea respectiva “modulo P”.

Aritmetica “modulo P” este relativ simpla daca este sunt necesare operatii de adunare si inmultire modulo P. Astfel
avem:

(A mod P+ B mod P) mod P = (A + B) mod P

(A mod P* B mod P) mod P=(A * B) mod P

Nu este valabila o relatie similara si pentru impartire (la calculul combinarilor modulo P, aplicand formula, putem
calcula modulo P factorialul de la numarator si pe cele de la numitor dar apoi este nevoie si de impartire).

Tnainte de a arita cateva rezultate matematice care permit calcularea in mod optim a combindrilor, iatd o modalitate
alternativa ce solicita notiuni elementare de algoritmica:

Deci, trebuie calculat C*ff mod P. Cunoastem ca valoarea combinarilor este un numar intreg. Nu putem efectua

calculele intrucat valoarea facorialelor creste foarte rapid si ar aparea depasiri. Vom proceda in felul urmator:
Realizam descpmpunerea in factori primi pentru N!. Pentru aceasta ne folosim de urmatorul rezultat:
Numarul prim p apare in descomputerea in factori primi a lui N factorial de e ori unde

e= 1+ [+ [l + -

Astfel, vom constui un vector P cu numerele primemai mici decat N. Construim apoi un vector E astfel: E[i] = puterea
la care apare PJ[i] in descompunerea in factpri primi a lui N. Valorile lui E le calculam aplicand rezultatul anterior
pentru fiecare valoare din P.

De exemplu, pentru N = 10, obtinem cei 2 vectori asociati descompunerii in factori primi ai lui N! astfel:

P 2 3 5 7

E 8 4 2 1

Putem aplica procedeul anterior pentru K! si (N-K)! dar valorile calculate le scadem din elementele lui E.
Pentru a obtine rezultatul ramane doar sa construim valoarea ce are descompunerea in factori primi memorata in
elementele lui E. Sunt necesare doar operatii de inmultire modulara care se realizeaza usor.
Costurile utilizarii acestei metode sunt:

- Calculul numerelor prime mai mici decat N, complexitate O(Nlog, V).

- Calculul vectorului E, complexitate aproximativ O(IV).

- Memorie necesara, de ordinul N
Metodele mai eficiente se bazeaza insa pe realizarea impartirii modulare.
Se pune astfel urmatoarea problema: Avem A si B doua valori, ambele modulo P (adica cuprinse intre 0 si P-1). Noi
trebuie sa calculam valoarea (A/B) modulo P. Cunoastem de la matematica faptul ca o impartire este o inmultire cu
inversul numitorului. in arirmetica modulo P inversul unei valori A “modulo P” se numeste “invers modularul lui A
modulo P”. Deci, pentru P dat, invers modularul unei valori A, modulo P, este o valoare notatd A asa incat:
A* Al=1 (moduloP)
lata cateva exemple. Pentru P =7

A Al Explicatie

0 Nu exista | Nu putem vorbi despre 1/0
1 1 (1*1)mod7=1

2 4 (2*4)mod7=8mod7=1
3 5 (3*5)mod7=15mod7=1
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4 2 (4*2)mod7=8mod7=1
5 3 (5*¥3)mod7=15mod7=1
6 6 (6*6)mod7=36mod7=1

Astfel: (3/2)modulo7=(3*4)modulo7=5

Exista cateva rezultate matematice foarte utile in algaritmica atunci cand este necesara calcularea invers modularului.
1. Teorema lui Euler.

Daca A si N sunt numere prime intre ele atunci: AP = (modulo N), unde @{IN) se numeste indicatorul lui Euler si

reprezintd numarul de valori mai mici decat N si prime intre ele cu N. De exemplu, @{4) =2, @(5) = 4.

Pentru a calcula @{N) se utilizeazd urméatorul rezultat:

_ p.=1% fo.—1 pr—1 T N L .
@(N) = N( o :]( o ) { - ), unde P4, Pz, .. P sunt factorii primi din descompunerea in factori primi a lui N.

Se observa ca pentru a calcula aceasta valoare modulo, putem mai intdi sa impartim pe N la factorii primi ai sai si abia
apoi sa efectuam operatiile modulo care sunt doar inmultiri (scaderile cu 1 se trateaza usar).
Asadar, revenind la teorema lui Euler obtinem: 4 - 4%2(%=1 = 1 modulo N, adic A¢“¥)~1 este invers modularul lui A,
modulo N. Pentru a calcula puterea sunt necesare doar operatii de inmultire modulara. Se foloseste exponentierea
logaritmica.
Costurile utilizarii acestei metode sunt:

- Calcul indicatorul lui Euler, complexitate O(+/IV)

- Calcul A%} complexitate O(log N).

- Nu este necesara memorie suplimentara (calculam indicatorul lui Euler odata cu descompunerea numarului

n factori primi).

Tn multe cazuri, N este prim. Pentru a calcula invers modularul lui A in raport cu N ne folosim de rezultatele anterioare
astfel (in primul rand, daca A este un numar modulo N, se garanteaza ca A si N sunt prime intre ele):
@(N) = N — 1 (toate numerele mai mici decat N sunt prime intre ele cu N).

N-2

Astfel, invers modularul lui A in raport cu N este A*~=. Nu mai este necesara calcularea divizorilor ci doar

exponentierea logaritmica.

2. Algoritmul lui Euclid extins.
Modalitatea cea mai eficienta de gasire a invers modularului necesitd memorie logaritmica (pe stiva) si timp de rulare
logaritmic. Se foloseste Algoritmul lui Euclid extins.
Sa aratam modul in care realizam acest lucru:
- Pornim de la algoritmul lui Euclid, care calculeaza cel mai mare divizor comun pentru doud numere naturale A
si B. Ne intereseaza varianta recursiva:

int cmmdc (int a, int b) {
if (b == 0)
return a;
else
return cmmdc (b, a%b);

Cunoastem ca acest algoritm are ordinul de complexitate logaritmic, in functie de valorile a si b.
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Vom prezenta acum algoritmul lui Euclid extins. Acesta rezolva ecuatii de forma ax + by = cmmdc(a,b)
Se poate demonstra ca aceasta ecuatie admite o infinitate de solutii. Demonstratia este constructiva si rezulta din
algoritmul lui Euclid extins. S3 notam d = cmmdc (a,b).
Tntrucat cmmdc(a,b) = cmmdc (b,a%b), avem:
Exista x, y, x0, y0 astfel incat:
ax+by=d
b-x0 + (a%b) -y0 =d
Adica
a:x + by =b-x0 + (a%b) -y0
dar a%b =a—a/b*b
Deci, a:x + b-y = b-x0 + (a —a/b*b) -y0
Notand c = a/b, ecuatia devine:
a-(x-y0) = b-(x0-c-y0-y)
adic a x=y0 si y = x0- cy0
Am exprimat astfel pe x si y in functie de x0 si y0, solutiile ecuatiei de la pasul anterior al recurentei.
Tn algritmul lui Euclid, de la un autoapel la altul trecem de la o pereche a,b (cu solutiile x,y) la perechea b,a%b (cu
solutia x0,y0). Intrucat am aratat cd putem exprima pe x si y in functie de x0 si y0O, vom proceda astfel:
Transmitem functiei recursive, alaturi de parametrii a si b si pe x si y (prin referinta), solutiile ecuatiei ax+by =
cmmdc(a,b)
Procedam astfel:
- Peramura fara autoapel (cand b = 0, cnmdc este a) ecuatia este ax = a. Asadar o solutie este x = 1 si y=0 (y
poate fi oricat). Deci pe aceasta ramura, calculam astfel pe x si y.
- Peramura cu autoapelul, pe revenire, avem in x0 si yO valorile calculate pentru ecuatia din autoapel si
folosim formulele deduse pentru a obtine x si y.
La terminarea functiei, x si y sunt solutiile ecuatiei initiale.

void cmmdc (int a, int b, int &x, int &y) {

if (b == 0){
x = 1;
y = 0;
lelse {

int x0, yO0;

return cmmdc (b, a%b, x0, yO0);
x = y0;

y = x0 - a/b*y0;

Folosind Algoritmul lui Euclid extins vom arata cum calculam invers modularul unui numar A, modulo N, cuAsi N
prime intre ele.

Deoarece cmmdc(A,N) = 1, exista x si y astfel incat A-x + N-y =1, modulo N

Tntrucat N-y este divizibil cu N, avem N-y este egal cu 0 modulo N. Ecuatia devine A-x = 1, modulo N, adic4 x este
invers modularul lui A Tn raport cu N. Rezolvand deci ecuatia A-x + N-y = 1 cu algoritmul lui Euclid extins, gasim in x
invers modularul lui A Tn raport cu N.
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