prof. Marius Nicoli

Divide et impera Si probleme diverse cu recursivitate

Metoda de programare DIVIDE ET IMPERA.

Pornim de la urmatorul program:

#include <iostream>
using namespace std;
int v[1001], i, n;

int suma (int st, int dr) {

if (st == dr) {
return v[st];
} else {
int mid = (st + dr)/2;

return suma (st, mid) + suma (mid+1, dr);

}

int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>vI[i];
cout<<suma (1, n);

}

Sa urmarim si scrierea echivalentd, dar intr-un mod mai didactic:

#include <iostream>
using namespace std;
int v[1001], i, n;

int suma (int st, int dr) {

if (st == dr) {
return vi[st];
} else {
int mid = (st + dr)/2;:
int sumaStanga = suma(st, mid);
int sumaDreapta = suma (mid+1l, dr);

return sumaStanga + sumaDreapta;

int main () {
cin>>n;
for (i=1l;i<=n;i++)
cin>>vi[i];
cout<<suma (1, n);

}

Solutiile propuse realizeaza suma elementelor dintr-un tablou unidimensional, aflate intr-un interval dat de

indici.
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Functia recursiva este una operand, primeste ca paraetri doi indici Si are ca efect returnarea sumei
elementelor aflate intre cei doi indici inclusiv. Observam ca pentru a obtine suma elementelor din tot Sirul
declansdm in main unapel suma (1, n).

Principiul de functionare a subprogramului este:

- Daca secventa este suficient de scurtd, in acest caz dintr-un singur element (st == dr), rezultatul se
obtine direct, return vi[st].

- Daca secventa are cel putin doua elemente, o descompunem in doud (de lungimi cat mai apropiate),
iar dupa ce obtinem rezultatele din cele doua parti le adunam si pe baza lor gasim suma din secventa
data.

Fie n=10, si elementele memorate pe pozitiide la 1 la 10 in vectorul v: 3,1, 4,5, 2,8, 9,1, 2, 6.
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Pentru o buna intelegere a modului de functionare pentru functia recursiva de mai sus trebuie analizat atent Si
cu rabdare arborele de desfasurare a apelurilor recursive de mai sus.

- Elementele simbolizate cu rosu reprezinta evenimente de la coborarea in recursivitate iar cele verzi de
la intoarcere.

- Tabelele rosii au inainte pe prima linie valorile lui st si dr iar pe linia a doua valorile din vector dintre
pozitiile st sidr.
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- Casutele verzi contin valorile cu care se revine din autoapeluri Si operatia care se face intre ele in
scopul obtinerii rezultatului apelului curent. Observam ca din punct de vedere cronologic calculele se
fac la intoarcere Si de jos in sus.

Un algoritm divide et impera se aplica la problemele care, pot fi descompuse in altele mai simple de acelasi tip,
cele mai simple Si ele sa se poata descompune la fel, pana cand se ajunge la probleme suficient de simple care
sa poata fi rezolvate direct. Apoi, pe baza solutiilor subproblemelor, sa se poata obtine solutia problemei
descompuse.

Tntrucat subproblemele sunt de acelasi tip cu problema descompusa, putem folosi recursivitatea. Cazul ca
problema a devenit suficient de simpla incat poate fi rezolvata direct este chiar situatia cand nu se mai face
autoapel in recursivitate.

lata intr-un pseudocod schema de rezolvare a unei probleme prin divide et impera.

rezolva(problema)

- dacé problema este simpla, o rezolvam direct
- dacanu
descompunem problema in subprobleme, de acelasi fel (de regulé doud)
rezolvam subproblemele (de regula recursiv)
combindm rezultatele subproblemelor in scopul obtinerii rezultatului problemei initiale

Pasii descrisi anterior folosind comentarii in a doua solutie prezentata mai sus sunt:

#include <iostream>
using namespace std;
int v[1001], i, n;

int suma (int st, int dr) {
if (st == dr) { /// subproblema este simpla
/// (intervalul este de lungime 1)
/// o rezolv direct, farada descompunere
/// (suma pe un astfel de interval este chiar
/// valoarea din vector de pe acea pozitie)
return v[st];
} else {
/// descompun intervalul in cele doud jumdtidti ale sale
/// dupd modul de scriere a formulei, dacd numdrul de elemente
/// dintre st si dr este impar, in partea din sténga
/// va fi cu un element mai mult decit in cea din dreapta
int mid = (st + dr)/2;

/// rezolv cele doud subprobleme prin autoapeluri recursive

/// in cele douad subintervale in care am realizat descompunerea
int sumaStanga = suma(st, mid);

int sumaDreapta = suma (mid+1, dr);

/// combin rezultatele subproblemelor, adicd suma pe
/// intervalul de rezolvat o obtin prin adunarea rezultatelor
/// subproblemelor (intoarse de autoapeluri)
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return sumaStanga + sumaDreapta;

int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>vi[i];
cout<<suma (1, n);

}

Asa cum am descris mai sus, de foarte multe ori descompunerea se face in doua subprobleme, iar daca natura
problemei este de a procesa un interval de indici, pentru calculul locului unde se face impartirea se calculeaza
media aritmetica a indicilor.

Trebuie avut grija la cazul cand suma valorilor st si dr produce overflow pe tipul de date pe care se lucreaza,
in acest caz folosindu-se scrierea: st + (dr - st) / 2.

Observam ca prin modul de scriere a formulei, Si prin modul de stabilire a capetelor intervalelor de la
autoapel, se ajunge mereu la intervale de lungime 1 (chiar la toate cele n intervale formate din cate un
element), acestea fiind frunzele arborelui de autoapeluri.

Timpul de executrare al unui apel pe un interval de lungime n se calculeaza astfel:

- la nivelul frunzelor se fac n/ 2 adunari
- un nivel mai sus se fac n/4 adunari

n/2 + n/4 + ... estevaloare maxim egala cu n. Asadar timpul de calcul este de ordinul lungimii
intervalului.

Probleme rezolvate

1. Folosind un procedeu divide et impera, sa se decida daca un vector de numere naturale contine cel
putin o valoare impara (pbinfo.ro, #1148).

Solutie

- Definim problema de rezolvat astfel: verificare (st, dr) =functie operand care realizeaza
testul pentru elementele din intervalul de indici st, dr, inclusiv Si care returneaza 1 daca se gaseste
un element impar acolo si O in caz contrar.

- Problema este simpla cand st==dr Siacolo returnam 1 daca v [st] este impar i O in caz contrar.

- Tn etapa de combinare a solutiilor, returndm 1 daca cel putin o subproblema returneaza 1 (pentru un
cod mai compact putem folosi operatorul | | intre rezultatele celor doua autoapeluri).

#include <iostream>
using namespace std;
int n;

int v[10017];

int exista(int st, int dr) {
if (st == dr)
if (v[st] % == ()
return 0;
else
return 1;

else {
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int mid = (st+dr)/2;
return exista(st, mid) || exista (mid+1l, dr);

int main () {
cin>>n;
for (int i=1;i<=n;i++)
cin>>v[i];
cout<<(exista(l, n)==1 2 "DA" : "NU");

2. Sa se verifice daca elementele unui tablou unidimensional sunt ordonate crescator (pbinfo.ro, #1152).
Solutie

- Definim problema de rezolvat astfel: £ (st, dr) =functie operand care realizeaza testul pentru
elementele din intervalul de indici st, dzr, inclusiv Si care returneaza 1 daca ele sunt in ordine
crescatoare Si 0 in caz contrar.

- Problema este simpla cand st==dr Siacolo returnam 1 (consideram ca o secventa formata dintr-un
singur element este ordonata crescator).

- Tn etapa de combinare a solutiilor, prima idee este de a returna 1 dacd ambele subprobleme dau 1
(cele doua secvente sunt ordonate crescator). Nu este suficient intrucat pot sa apara situatii de forma:
1, 2, 4, 2, 3, 5 (ambele jumatati sunt ordonate, dar totusi nu este tot Sirul ordonat). Mai este necesar
Si ca ultimul element din secventa stanga sa fie mai mic sau egal decat primul din secventa dreapta.

#include <iostream>
using namespace std;

int v[100107];
int n, 1, suma;

int f(int st, int dr)
if (st==dr) {
return 1;
}
else(
int mid=(st+dr)/2;
return f(st, mid) && f(mid+1l, dr) && v[mid]<=v[mid+1];

int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>vi[i];

if (£(1, n) == 1)
cout<<"DA";
else
cout<<"NU";

return 0;
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3. Cautare. Folosind o strategie divide et impera, trebuie sa decidem daca o valoare data x se afla printre
elementele unui sir.

Solutie

- Definim problema de rezolvat astfel: £ (st, dr, x) =functie operand care realizeaza testul pentru
elementele din intervalul de indici st, dr, inclusiv Si care returneaza 1 daca cel putin unul dintre ele
este egal cu x Si 0 in caz contrar.

- Problema este simpla cand st==dr Si acolo returndm 1 daca valoarea este chiar x $i 0 n caz contrar.

- Tn etapa de combinare a solutiilor se face | | intre rezultatele subproblemelor.

int f(int st, int dr,int x) {
if (st==dr) {
if (v[st]==x) {
return 1;
}
else
return 0O;
}
else{
int mid=(st+dr)/2;
return f(st, mid, wval)||f(mid+1l, dr, wval);

4. Cautare binara. Dorim sa decidem dacd o valoare data x se gasesSte printre elementele unui Sir, dar se
cunoaste ca Sirul este sortat crescator.

Solutie

Vom folosi o strategie similara, de a imparti sirul in doua parti, dar de aceasta data profitam de faptul ca are
sens sa continudm cautarea doar intr-o parte, facand astfel ca timpul de cautare sa fie de ordin logaritmic.

- Semnificatia antetului: cauta (st, dr, x):returneaza 1 daca vreunul dintre elementele
vectorului cu indici de la st la dr este egal cu x.

- Laaceasta problema vom verifica efectiv daca x este egal cu elementul de pe pozitia calculata mid, iar
daca gasim egalitate returnam 1.

- Astfel, autoapelurile se fac fie intre st simid-1 fieintremid+1 sidr.

- Lucrand ca mai sus, cunoastem de la analiza variantei iterative ca se poate ajunge la situatii cand st >
dr, corespunzatoare cazului cd x nu apare.

int cauta(int st, int dr, int x) {
if (st > dr)
return 0;
int mid = (st+dr)/2;
if (v[mid] == x)
return 1;
if (x > v[mid])
return cauta (mid+1, dr, Xx);
else
return cauta(st, mid-1, x);

}

Doua observatii legate de rezolvarea de mai sus:
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- Folosind return cand identificam clar cazurile de oprire evitam folosirea de mai multe orialuielse
(iar pe ramura el se prezenta se ajunge daca x este strict mai mic decat v [mid]).

- Dacafinlocuim return 1 cureturn mid facem ca functia sa ofere o pozitie pe care se afld x in
cazul in care acesta apare in Sir sau O in caz contrar.

5. Sortarea prin interclasare (Merge Sort)

Sa se ordoneze crescator elementele unui tablou unidimensional. Prezentadm mai jos codul apoi o analiza
detaliata.

#include <iostream>
using namespace std;
int i,n,v[100010], w[1000107];

/// In arborele de recursivitate se fac log,n nivele

/// si costul de pe fiecare nivel este n deoarece

/// pe fiecare nivel sunt mai multe interclasari dar

/// un element al sirului participa la exact una dintre ele.

int interclaseaza (int st, int mid, int dr) {

/// Intrucidt primul element din dreapta s-ar putea

/// s& fie mai mic decdt primul din stanga

/// am risca sd suprascriem in stanga.

/// Pentru a evita asta vom folosi un vector auxiliar in care facem

/// interclasarea si apoi copiem in v.

int 1 = st;

int j = mid+1;

int k st-1; /// Initializdm k cu indicele anterior primului loc
/// unde punem in w pentru cd la fiecare plasare
/// de element nou mai intdi se midreste k

while (i <= mid && j <= dr) {

if (v[i] < vI[j]) |
w[++k] = v[i++];
} else {
wl+tk] = v[j++];

}

for (;i<=mid;i++)

w[++k] = v[i];
for (;j<=dr;j++)
wl++k] = vI[jl;

/// Deocamdata am interclasat in w
////deci doar mutdm in v intre aceiasi indici.
for (int i=st;i<=dr;i++)

v[ii] = w[i];

void sorteaza (int st, int dr) {
if (st < dr) {

int mid = (st + dr)/2;
sorteaza (st, mid);
sorteaza (mid+1, dr);

interclaseaza(st, mid, dr);
/// La apelul de mai sus géndesc:
/// functia primeste sortatd secventa din v
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/// dintre indicii st si mid, de asemenea
/// sortatd pe cea dintre indicii mid+1l, dr
/// si va lasa sortatd toata reuniunea lor
/// intre indicii st si dr.

}/// daca st == dr inseamnd cid e de sortat o secventd de lungime 1
/// si nu am nimic de ficut

int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>v[i];

sorteaza(l, n);

for (i=1;i<=n;i++) {
cout<<v[i]<<" ";
}

return 0;

- Stabilim antetul functiei recursive sorteaza (st, dr) cusemnificatia: ordoneaza crescator
elementele vectorului aflate pe pozitii cuprinse intre st si dr inclusiv. Consideram ca lucram cu
vectorul global, iar de la un autoapel la altul doar stabilim intervalul de indici pe care il procesam.

- Descompunem problema curenta in doua subprobleme pe principiul folosit la aplicatiile anterioare.

- Daca se ajunge la o secventa cu un singur element (st == dr) Sirul reprezentat de ea este sortat asa
ca nu facem nimic (functia sorteaza este procedurala si nu facem nimic pe ramura respectiva).

- Larevenire consideram ca venim de jos in sus cu cele doua secvente sortate (Si cand se porneste de la
frunze acestea reprezinta, cum am spus, secvente sortate, deci pornim corect) asa ca ramane sa le
reunim pentru a obtine sortata soata secventa.

- Pentru a pune impreuna sortate cele doud jumatati vom folosi un algoritm de interclasare optima,
despre care Stim ca are timp de executare de ordinul numarului total de elemente de interclasat.
Functia interclaseaza (st, mid, dr) este cea care realizeaza aceasta etapa, de combinare.
Ea primeste sortata secventa de la st lamid Si tot sortata pe cea de lamid+1 la dr urmand sa le
reuneasca sortate. Este esential sa observam ca nu putem lucra direct in vectorul v (s-ar putea ca
primul element din dreapta sa fie mai mic decat primul din stanga si |-ar suprascrie). Asadar folosim un
vector auxiliar, w in care construim rezultatul interclasarii Si apoi ii copiem elementele, in ordinea
sortatd, in v. Este foarte important sa declardm acest vector suplimentar global pentru a evita
alocarea sa in memorie la fiecare initiere de autoapel, lucru foarte costisitor.

- Lafiecare nivel al arborelui se fac agadar interclasari Si observam ca pe fiecare nivel orice element al
vectorului apare o singura data si, in plus, el participa la exact o interclasare. Concluzia este ca pe
fiecare nivel timpul total de calcul este de ordin n. Pe de alta parte, avem numar de nivele de ordin
log,n. Obtinem asadat un algoritm cu timp de calcul n1og,n, chiar daca este nevoie de spatiu dublu
de memorie.

Pentru a intelege mai bine modul de functionare a algoritmului, este utila Si urmarirea modului in care se
avanseaza pe arborele de autoapeluri generat de un apel initial sorteaza (1, n);

- Curosu am simbolizat ce se intampla la impartirea in subprobleme, deci cand se coboara in arborele
autoapelurilor.
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- Cuverde simbolizdm ce se intampla la revenire. Se observa acum cum cele doua subsecvente revin
ordonate Si apoi ele urmeaza sa fie interclasate.

1 10
3,1,4,52,8,91,2,6

1,2,3,45,1,2,6,8,9

1] |5 6 | [10

3,1,4,5,2 8,912,6
1,3,4,2,5 1,8,92,6

6] |8 9| [10
8,9,1 | 2,6
8,91 2,6

[7] [8l8] [olo] [tof0
9 1 2 6
9

6. Sortarea rapida (Quick Sort). De asemenea, consideram ca avem de sortat crescator un Sir cu n
elemente.

Solutie

Functia recursiva o vom scrie cu aceeasi semnificatie: sorteaza (st, dr) inseamna: ordoneaza crescator
elementele din vector aflate intre pozitiile st Si dr inclusiv.

Vom folosi urmatoarea strategie: plasam elementul aflat initial pe pozitia st Tn secventa la locul sdu daca
secventa ar fi sortata Si totodata Iasam toate elementele din fata sa mai mici decat el Si pe toate de dupa el
mai mari decat el. Observam ca daca am realiza asta, trebuie sortate disjunct atat elementele din fata sa cat si,
similar, cele de dupa el.

Exemplu:

Daca secventa de sortat ar fi formata din elementele: 5 1 8 9 3 4 6 2, elementul pe care |-am fixa la
locul s@u ar fi 5,iar 1 2 3 4 ar trebui sa ajungain fatasaiar 6 8 9 dupa el, adica am transforma secventa in
una de forma:
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4 3 1 2 5 8 6 9.Nuneaparat elementele din fata lui 5 ar fi in aceasta ordine, dar important este sa fie
toate cele mai mici decat 5 in fata sa.

Sa presupunem ca avem o functie poz (st, dr) care face cele descrise mai sus pentru secventa de
elemente dintre indicii st $i dr Si care in plus returneaza pozitia pe care a dus elementul aflat initial pe pozitia
st (sa il numim pivot).

Functia principala ar fi:

void sorteaza (int st, int dr) {
if (st < dr) {
int p = poz(st, dr);
/// aceasta functie va duce primul element din intervalul de indici
/// st,dr la locul lui in interval si in plus tot ce e in sténga lui
/// va f£i mai mic decadt el si tot ce e in dreapta lui va fi
/// mai mare ca el
sorteaza(st, p-1);
sorteaza (ptl, dr);

}

R@mane acum sa discutdm modul de realizare a functiei poz.

- Pe parcursul operatiei, vom gestiona o pereche de indici 1 Si j, cu 1 <=7 astfel: pivotul este pe una
dintre pozitiile i i j, elementele din sanga pozitiei 1 sa fie mai mici decat pivotul, elementele din
dreapta pozitiei j sa fie mai mari decat pivotul. De exemplu, pe parcurs am putea sa ne aflam in
starea:

i J
3 |1 |5 |4 |3 |7 |6 |9

Initializarea o facem astfel: i=st; j=dr; Observam ca ea este o situatie particulara dar care respecta
restrictiile.

La pasul curent compardm v [1] cu v [j].Intrucat sunt in ordinea cerutd nu vom interschimba, dar vom
scadea pe § cu 1, i ramanand pe loc (acolo unde se afla pivotul).

i |3
3 (1 |5 |4 (3 |7 |6 |9

Acumv[i] > vI[j],vominterschimbav[i] cuv[]j],daracum pivotul ajunge pe pozitia j, deci va trebui
sa nu mai modificdm pe j, dar vom creste i (valoarea de pe vechea pozitie a lui 1 este acum mai mica decat
pivotul).

Analizdnd atent, generalizam astfel:

- Comparamv [i] cuv []j],iar daca suntin ordinea ceruta le Iasam asa Si continuam cu modul de
avansare setat curent. Daca le interschimbam, facem si comutarea in in celdlalt mod de avansare.

- Observam ca avansarea se face prin incrementari de forma (i+di, j+dj) unde perechea (di,
dj) estefie (0, -1) — (adicd istasijscadecul),fie (1, 0) —(adica i crestecul sSij sta).

- O modalitate compacta de a comuta dintr-un mod in altul este urmatoarea:

aux = di;
di = -dj;
dj = -aux;

10
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Secventa este asemanatoare cu aceea de la interschimbarea clasica, dar la ultimele doua atribuiri expresia din
dreapta se scrie cu minus. La o analiza pas cu pas se observa ca se realizeaza corect comutarea in ambele
sensuri. Astfel funtia poz arata astfel:

int poz(int st, int dr) {
int di = 0;

int dj = -1;
int 1 = st;
int j = dr;
int aux;

while (1 < ) {
if (v[1i] > v[3]) |

aux = v([i];
v[i] = vI[Jj];
v[j] = aux;
aux = di;
di = -dj;
dj = -aux;

}

i += di;

J +=dj;

}

return 1i;

}

Valoarea comuna la care ajung i Si j este aceea cu pozitia finala a pivotului, fiind cea pe care o Si returnam.

Sa analizam eficienta algoritmului. Functia poz face numar de pasi de ordinul diferentei dr-st (adica dat de
numarul de elemente din secventa st, dr). Acest lucru se probeaza usor observand ca la fiecare pas fie
creste i, fie scade J.

in functia recursiva, |a fiecare autoapel se face deci numar de pasi de ordin n. R@mane deci de analizat care
este numarul de autoapeluri. Cazul favorabil este cand pivotul ajunge cit mai aproape de jumatate, atunci cele
doua secvente in care se face autoapel ar fi jumatate din lungimea secventei initiale Si daca se intampla asta
mereu ajungem la un algoritm cu timp de calcul de ordin n  1og,n. Insa nu se poate intdmpla mereu asa.

Mai mult, putem fi in cazul defavorabil al Sirului sortat la inceput crescator (si chiar descrescator), sau in cazuri
in care Sirul este “aproape” sortat, cand se poate ajunge la numar de autoapeluri de ordin n. Atunci timpul
total de calcul ajunge de ordin n?.

O imbunétatire a performantelor algoritmului se obtine daca asezam elementele sirului in ordine aleatoare. In
acest fel, cu cat Sirul este mai lung cu atat probabilitatea ca primul element sa fie mai aproape de mijloc este
mai mare.

7. Problema dinti (pbinfo.ro, #842).

Enuntul pe scurt este urmatorul: Un fierastrau de tip n este format din doua fierastraie de tip n—1 intre care

se pune un dinte de indltime n. Un fierastrau de tip 1 este format doar dintr-un dinte de indltime 1. Dandu-se
n, afisati configuratia unui fierastrau de tip n. De exemplu, pentru n=2 trebuie afisat 1 2 1, iar pentru n=3
trebuieafisatl 2 1 3 1 2 1.

Solutie.

11
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Este cerinta clasica de recursivitate cu doua autoapeluri identice in care pe ramura cu autoapelul se face o
singura afisare, intre autoapeluri.

#include <iostream>
using namespace std;

void dinti(int n) {
if (n >= 1) {
dinti(n-1);
cout<<<n<<" ";
dinti(n-1);

}

int n;

int main () {
cin>>n;
dinti (n);

}

8. Pattern (pbinfo.ro, #845).

Se da un numar natural n. Sa se genereze o matrice patratica de dimensiune 2", dupa urmatoarele reguli:
- Tmpartim matricea in 4 submatrice
- ceadin stanga-sus are toate elementele 1
- celelalte trei se genereaza similar, dar au dimensiunea 2"*.

Valoarea luin este maxim egala cu 10.

De exemplu, pentrun = 3 se afiseaza:

1 1 11 O reprezentare mai sugestiva a rezultatului este:

[ N i e e e
oo, PP
oOrHrorrFrrRFE R~
O O O O =
orHr kP RPFE O
OO R, P OO
O OFr ORFr O
O O O O O O o O

Solutie

Regula dupa care procedam la patratul dat initial este aceeasi cu cea de aplicat in patratele mai mici in care se
ajunge prin descompuneri dupa regulile din problemda. Observam ca Si aceste patrate mai mici sunt tot de
latura putere de 2. Asadar trebuie gandita o functie in care sa scriem codul ce rezolva un patrat general.
Parametrii acestei functii vor fi cei prin care identificdm patratul curent. Putem identifica un patrat prin doua
colturi diametral opuse. Ar fi nevoie de patru parametri. in acest caz, fiind vorba de un patrat il putem
identifica prin trei parametri: coordonatele unui colt Si latura.

Vom scrie o fucntie: £ (1, j, L) cusemnificatia: rezolva patratul cu coltul stanga-sus 1 (linia), j (coloana)
Si cu latura L.

Observam cé problema devine simpla cand ajungem la un patrat de laturd 1. Tn acest caz nu facem nimic,
nemaiincadrandu-ne in regula generala cand am mai avea de impartit.

Daca latura este cel putin 2 avem:

12



prof. Marius Nicoli

- patratul cu coltul stdnga-sus i, Silaturd L/ 2 il completdm cu 1.
- Autoapelam in patratele de laturd L/ 2 cu colturile stanga-sus respectivin: (i, j+L/2),
(i+L/2, §), (i+L/2, 3+L/2).

#include <iostream>
#include <fstream>

using namespace std;

int n, a[1030][10301, i, 3

void f(int i, int j, int L) {
if (L > 1) {
for (int ii = 1i; 1ii<=i+L/2-1; 1ii++)
for (int 33 = J; JJi<=j+L/2-1; Jj++)
aliil[33]1 = 1;
f(i+L/2, j, L/2);
f(i, j+L/2, L/2);
f(i+L/2, J+L/2, L/2);

}
int main ()
{
cin>>n;
n = (1<<n);
£t(1, 1, n);
for (i=1l;i<=n; 1i++) {
for (j=1;j<=n;Jj++)
cout<<ali][jl<<" ";
cout<<"\n";
}
}

Observam ca in acest caz, chiar daca avem mai multe autoapeluri, nu este vorba despre un algoritm
exponential. Autoapelurile nu proceseaza acelasi lucru de mai multe ori, ele mergand pe zone disjuncte din
matricea globala. Nu exista element al matricei in care sa se ajunga de doua ori, asadar numarul de operatii
este de ordinul numarului de elemente din matrice.

9. Ridicare la putere in timp logaritmic. Se dau a Si b numere naturale, se care calcularea valorii 2°. Cele
doud valori sunt cel mult egale cu 10°. Intrucat rezultatul poate fi foarte mare, se cere doar restul
impartirii acestuia la numarul 9901.

Solutie
Varianta imediata de rezolvare este o repetitie cu b pasiin care se calculeazd a-a-a- ... -a,debori.
Evident ca solutia nu este practica, timpul de executare nefiind instant.

Solutia mai buna se bazeaza pe observatia:

- Daca b este par, am putea calcula valoarea a"'?, pe care apoi o inmultim cu ea insasi.
- Din fericire, putem folosi acest truc Si daca b este impar. Daca vom considera b/ 2 ca fiind catul
impartirii la 2 al lui b, calculam, ca si mai sus a”?, inmultim cu ea fnsasi si cu inca un a.

13
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Astfel, pentru a calcula a” este necesar sa calculam puterea la b injumatatit. Dar injumatatirea repetata a lui b
duce la un algoritm cu timp de calcul de ordin 1og,b.

Mai concis, avem recurenta:

1, dacab =0
. b b
a = a’ea’, dacib estenenul sipar
b b

a’ e a’-a, daci b este nenul si impar

Acum traducem direct in functie relatia de recurenta (avand grija de lucrul esential, acela de a nu autoapela de
doua ori cu b/ 2 ci de a memora valoarea primului autoapel Si de a o folosi apoi).

#include<iostream>
#define MOD 9901
using namespace std;

int calcul (int a, int b) {

if (b == 0)
return 1;
else {
int rant = calcul(a, b/2);
if (b%2 == 0)
return rant * rant % MOD;
else

return rant * rant $ MOD * a % MOD;

int a, b;

int main () {
cin>>a>>b;
cout<<calcul (a, b):
return 0;

}

Prezentam aici Si o alta varianta de a calcula a” cu numar logaritmic de operatii, chair daca abordarea nu este
recursiva. Solutia ce o vom prezenta este folosita chiar mai des in concursuri.

Pentru o explicare mai usoara pornim de la un exemplu. Presupunem b=41.

41 324841 _ a25+23+2° 2 2 2

Atunci,a =a =qaq ea ea

Mai sus este scrierea lui b ca suma de puteri de 2 conform reprezentarii lui binare. Observam ca in solutie
apar factori cu baza a si exponent putere de 2. Dar exact acele puteri de 2 ce apar in scrierea binara a lui b.

Asadar, pe masura ce descompunem b in baza 2 construim Si puterile corespunzatoare iar atunci cand
valoarea bitului curent al descompunerii lui b este 1 folosim la solutie valoarea curenta a puterii lui a.

#include <iostream>
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#define MOD 9901
using namespace std;
int a, b, r;

int main () {

cin>>a>>b;
r = 1;
while (b) {
if (b%2 == 1) {
r = r*a % MOD;
}
a = a*a % MOD;
b/=2;
1
cout<<r;

return O;

}

Nu trebuie trecut in graba peste instructiunea a=a*a. Tocmai aici este elementul cheie.

Initial a este egald cu valoarea originald la puterea 1 (adica 2°). Dupa prima executare a=a*a, a devine
valoarea originald la puterea a 2-a (adica 2'), dupd incé o executare a ajunge valoarea originala la puterea a
4-a (adica la puterea 2°), asa cd se obtin toate puterile care ne intereseaza ale lui a original. Pe cele utile le
inmultim la rezultat.

10. Problema turnurilor din Hanoi. Este foarte cunoscuta in literatura de specialitate Si este aproape
nelipsita din materialele ce descriu metoda de programare Divide et Impera. Avem trei tije verticale
(stive). Pe prima tija sunt asezate n discuri de raze distincte, in ordine descrescatoare a razelor privind
de jos in sus. Se cere sa se efectueze mutari incat sa ducem toate discurile pe a doua tija. Avem voie
sa folosim tija a treia de lucru iar la o mutare putem lua un singur disc din varful unei stive sisafl
asezam in varful altei stive, fara insa a plasa vreodata un disc mai mare peste unul mai mic.

Solutie
Daca notam tijele cu 1, 2, 3 vom folosi urmatoarea strategie:

Notdm hanoi (n, a, b, c) cafiind secventa de mutari necesata sa luam n discuri plasate corect pe tija
a, sa le ducem corect pe tija b, folosind tija c intermediara. Evident ca primul disc pe care il vom aseza in
pozitie finala este cel cu raza cea mai mare. Tn momentul realizarii operatiei trebuie deci ca tija a sa contina
doar acest disc, tija b sa fie goala deci automat pe tija c sa se se afle toate celelalte discuri (obligatoriu
descrescator de jos in sus). Observam ca in aceasta stare se ajunge mutand mai intdi cele n-1 discuri din
varful tijei a pe tija c, cu tija b intermediara. Asadar acesta este un autoapel de forma hanoi (n-1, a, c,
b) . Evident ca dupa mutarea discului mare de pe tija a pe tija b, trebuie s& ducem cele n-1 discuri agezate
corect pe tija c pe tija b folosind tija a ca intermediara. Discul pus deja pe tija b poate fi neglijat pentru ca se
afla in pozitie finala si in plus este mai mare decat toate cele care mai sunt de mutat.

Asadar:

hanoi (n, a, b, c) serealizeazd din: hanoi (n-1, a, c¢, b),urmatde o mutare efectiva de pe a
pe b siapoideun hanoi (n-1, ¢, b, a).Putem considera cazul direct cel cu n=0 (cand nu facem nicio
operatie) sau n=1 cand facem doar mutarea directa de pe tija a pe tija b.

lata o prima varianta de a scrie un program C/C++.

#include <iostream>
#include <fstream>
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#include <deque>

using namespace std;
int n;

void hanoi (int n, int a, int b, int c¢) {
if (n == 1) {
cout<<a<<"->"<<pb<<"\n";
} else {
hanoi(n-1, a, c, b);
cout<<a<<"->"<<b<<"\n";
hanoi(n-1, <, b, a);

int main () {
cin>>n;
hanoi(n, 1, 2, 3):
return 0;

Ruland pentru n=3 obtinem pe ecran:

B | F\problen

lata si o versiune Tmbogatita cu o forma de afisare a stivelor dupa fiecare operatie, precum Si rezultatul
obtinut la o rulare pentru n=3.

#include <iostream>
#include <fstream>
#include <deque>

using namespace std;
deque<int> S[4];

ofstream fout ("date.out");
int n;

void afiseazaStiva (deque<int> s, char *msg) {
fout<<msg;
for (deque<int>::iterator it
fout<<*it<<"™ ";
fout<<"\n";

s.begin();it!=s.end();it++)
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vold muta (int a, int b) {
int x = S[a].back();
Sla] .pop back()

S[b].push back(x);

afiseazastiva(s[1l], "Stiva 1: ");
afiseazaStiva(sS[2], "Stiva 2: ");
afiseazastiva(s[3], "Stiva 3: ");

fout<<"\n";

void hanoi(int n, int a, int b, int c) {

if (n == 1) {
muta (a, b);
} else {

hanoi(n-1, a, c, b);
muta (a, b):
hanoi(n-1, ¢, b, a):

int main () {
cin>>n;
for (int i=n;i>=1;i--)
S[1].push back(i);
hanoi(n, 1, 2, 3);
return 0;

}

Continutul figierului de iesire este:

Stiva 1: 3 2

Stiva 2: 1
Stiva 3:

Stiva 1: 3
Stiva 2: 1
Stiva 3: 2
Stiva 1: 3
Stiva 2:

Stiva 3: 2 1

Stiva 1:
Stiva 2: 3
Stiva 3: 2 1

Stiva 1: 1
Stiva 2: 3
Stiva 3: 2
Stiva 1: 1
Stiva 2: 3 2
Stiva 3:
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Stiva 1:
Stiva 2: 3 2 1
Stiva 3:

Numarul de operatii necesare pentru rezolvarea problemei in cazul general cu n discuri este 2"-1.

O modaliate simpla de a deduce asta este de a da alta semnificatie antetului hanoi (n, a, b, c¢) Si
anume: numarul de mutari necesare pentru a muta cele n discuri de pe tija a pe tija b cu c tija intermediara.
Observam ca valoarea ar fi aceeasi indiferent de modul de permutare a codurilor tijelor. Din codul C++ de mai

sus, avem:
hanoi (1) = 1 (mutarea directa)
hanoi(n) = hanoi(n-1) + 1 + hanoi(n-1),adicAhanoi(n) = 2*hanoi(n-1) + 1.

Ajungem deci la termenul general pentru hanoi (n) cafiind 27-1.

11. Algoritmul fill. Enuntul general al acestei probleme cu mare aplicabilitate practica este: dandu-se o
suprafata care are zone blocate Si zone accesibile, precum Si o regula de a se face deplasare intre o
zona Si alta vecina libera, sa se determine toate zonele accesibile din una data de pornire.

Formal, se d& o matrice cu n linii Si m coloane, iar elementele pot fi 0 Si 1. Valoarea 0 reprezinta zona blocata.
Se cunoatte ca ne putem deplasa intr-un element vecin daca acolo este 1 Si daca el se afla imediat deasupta,
imediat sub, imediat Tn stanga sau imediat in dreapta celui curent. Se mai sa o pozitie de pornire (garantat
liberd), istart, jstart Sise cere sa marcam cu 2 elementele accesibile din aceasta. Nu este permisa
parasirea matricei.

Date de intrare Date de ieSire
45 00010
00010 22011
11011 02001
01001 22200
11100

21

Ne stabilim starea curenta ca fiind prezenta intr-o pozitie libera, identificata prin indicii sai (1-linia Si
j-coloana). Ce avem de facut de aici? ASa cum spune Si problema, ne putem deplasa in una dintre pozitiile
vecine daca acestea indica tot un element din matrice Si daca acolo este tot liber (1). Acum ne vine ideea ca
daca am ajunge intr-un astfel de vecin ce am avea de facut ar fi acelasi lucru: s& mergem in vecinii liberi Si sa
reluam procedeul in ei. Asadar putem incerca o abordare recursiva.

Trebuie sa tinem cont de un lucru esential: zona in care ne aflam este libera iar vecinul in care mergem trebuie
de asemenea sa fie o zona libera. Dar cand aplicam procedeul recursiv in acesta nu vom gasi iarasi liber
elementul din care tocmai am ajuns in el? Acest lucru ar putea declansa un ciclu infinit. Solutia prin care
rezolvam problema este: Primul lucru pe care il facem in functia recursiva la elementul curent (inainte sa
cautam recursiv deplasarea in vecini) este sa il marcam cu o valoare ce nu mai semnifica faptul ca el este liber.
Rezolvam astfel doua probleme: evitam repetitia infinita (conditionand astfel autoapelurile), dar obtinem i
marcarea elementelor traversate.

#include <iostream>

using namespace std;
int a[1001]([10011];
int n, m, istart, Jstart;

void umple (int i, int 3j) {
ali][J] = 2;
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if (i-1 >= 1 && ali-11[3] == 1)
umple (i-1, 7J);

if (i+l1l <= n && ali+1l][3] == 1)
umple (i+1, J);

if (3J-1 >= 1 && alil[j-1] == 1)
umple (i, j-1);

if (J+1 <= m && ali][j+1] == 1)

umple (i, j+1);

int main () {
cin>>n>>m;
for (int i=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=m; Jj++)
cin>>afli]l [j];
cin>>istart>>jstart;

umple (istart, jstart);

for (int i=1;i<=n;i++) {
for (int j=1;j<=m;Jj++)
cout<<ali][jl<<" ";
cout<<"\n";
}

return O;

}

Pe langa faptul ca este un algoritm usor de scris, observam ca timpul de executare este de ordin n - m chiar
daca este vorba despre recursivitate cu mai multe autoapeluri. Acestea se fac disjunct Si pentru orice element
al matricei se poate junge sa se faca apel o singura data (pentru ca noi marcam elementul in care intram ca
fiind blocat).

Totusi, daca pentru fiecare dintre cei 4 vecini ar fi Si alte lucruri de realizat nainte de autoapel, sau daca in loc
de 4 vecini am avea 8 (i in diagonale, de exemplu), codul s-ar incarca. Pentru aceste cazuri se poate folosi asa
numita tehnica a vectorilor de directii, generalizind modul de tratare a vecinilor.

Astfel, la pozitia curenta (i, j) putem aduna respectiv o pereche de valori (di, dJj) obtinand vecinul ca
fiind (i+di, Jj+dj).Dar céat pot fi valorile din aceste perechi in cazul problemei de mai sus? Raspunsul
este: (-1, 0) pentrusus, (1,0) pentrujos, (0, -1) pentrustanga, (0, 1) pentru dreapta.

Vom folosi di si dj ca fiind doi vectori cu cate 4 componente si i vom declara astfel (i initializam la

declarare).
int di[] = {-1,1, 0,0};
int dj[] = { 0,0,-1,1};

Indicii fi folosim de la 0 (cand initializam la declarare se stocheaza in tablou incepand cu componenta 0).
Observam ca daca initializam vectorii Tn momentul declararii nu este necesar sa scriem Si dimensiunea.

Astfel, perechea (di[0], dj[0]) = (-1, 0) reprezinta cattrebuieadunatla (i, j) pentrua obtine
vecinul de sus.

Programul echivalent este urmatorul:

#include <iostream>
using namespace std;

int a[1001]([10017;

int n, m, istart, Jstart;
int dif[] = {-1,1, 0,0};
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int dj[] = { 0,0,-1,1};

void umple (int i, int 3j) {
alil (3] = 2;
for (int d
int iv = 1 + di[d
int jv
if (iv >= 1 && 1v <= n && jv >= 1 && Jv <= m && al[iv][jv] == 1)
umple (iv, jv);
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int main () {
cin>>n>>m;
for (int i=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=m;Jj++)
cin>>aflil[j]:;
cin>>istart>>jstart;

umple (istart, jstart);

for (int i=1;i<=n;1i++) {
for (int J=1;j<=m;Jj++)
cout<<al[i][jI<<" ";
cout<<"\n";
}

return O;

}

La prima vedere elevii nu considera neaparat acest cod ca fiind mai aerisit (in comparatie cu primul), dar
ganditi-va, aSa cum am apus mai sus, ce se intampla daca trebuie sa merg in 8 vecini Si in plus daca la trecerea
in fiecare vecin ar fi mai multe operatii de facut.
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