prof. Marius Nicoli

Calculul celui mai mare divizor comun pentru doua numere, calculul
termenilor unui sir recurent

n acest material vom studia modul de determinare a celui mai mare divizor comun pentru doud numere, lucru
cu Siruri in care un termen este exprimat in functie de alti termen si legarturile care exista intre aceste notiuni.

Determinarea celui mai mare divizor comun pentru doua numere.

Pentru solutiile ce le vom prezenta presupunem ca datele de intrare sunt doud numere naturale nenule. Pentru
cazul in care unul dintre numere este nul, rezultatul este chiar celdlalt numar iar daca ambele numere sunt
nenule nu se defineste rezultatul. Din start subliniem ca fiind mai putin practica solutia bazata pe modul de
calcul cunoscut la matematica (se descompun numerele in factori primi Si se afla cei comuni la puterea ce mai
micd). Motivul este efortul de implementare dar Si faptul ca nu se obtine cel mai bun timp de calcul posibil.

lata mai departe abordari mai usor de codat Si cu diverse niveluri de complexitate in timp.

Solutia 1

Asa cum spune Si numele, ne intereseaza un divizor comun Si valoarea acestuia sa fie cat mai mare. Vom
incerca pe rand toti candidatii la solutie. Acestia sunt valori cuprinse intre 1 si cel mai mic dintre cele doua
numere. In algoritmul de mai jos vom testa acesti candidati in ordine descrescatoare, oprindu-ne la primul
divizor comun intalnit.

#include <iostream>
using namespace std;
int a, b, m, d;

int main () {

cin>>a>>b;
if (a < b)
m = a;
else
m = b;
for(d = m; d>=1; d--)
if (a%d == 0 && b%d == 0)
break;
cout<<d;

return 0;

}

Observam ca, datele de intrare fiind naturale nenule, vom avea mereu solutie, fie ea Si 1, in cazul valorilor de
la intrare prime intre ele.

Cazul cel mai defavorabil este cand valorile date sunt mari Si cu cmmdc mic, numarul de repetari fiind de
ordinul valorii minime.

Solutia 2 (scaderi repetate)
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Pornim de la urmatoarea observatie: Daca sunt egale cele doua numere, rezultatul va fi valoarea lor comuna.
Altfel, fie d un divizor comun al numerelor a Si b. Vor exista in aces caz doud numere a’ Sib’ asa incat:

a a * a’
b =d* b’
Fara a restrange generalitatea, vom presupune cd a > b. In acest caz obtinem

a-—b=d*a -d=* Db =d*a’” - b")

Deducem de aici ca d va divide valoarea a-b. Se contureaza urmatoarea strategie: La fiecare pas, inlocuim
numarul mai mare cu diferenta celor doud, continudnd cu valoarea nou obtinuta Si cu numarul mai mic. Pe de
o parte d ramane divizor al ambelor valori, pe de alta parte reducem valorile pe care le testam (maximul celor
doua scade). Continuam procedeul pana ce ajung egale valorile de testat, caz in care s-a obtinut rezultatul.

Exemplu
a b
165 45
120 45
75 45
30 45
30 15
15 15

Algoritmul care implementeaza cele prezentate:

#include <iostream>
using namespace std;
int a, b, m, d;

int main () {

cin>>a>>b;
while (a!=b)
if (a > b)
a —-= b;
else
b -= a;

cout<<a; /// sau cout<<b;
return O;

}

Am observant ca aceasta este varianta pe care majoritatea elevilor o retin cel mai usor. Totusi, din punct de
vedere al timpului de executare, nu este cea optima. Un caz defavorabil nu este greu de gasit: a — o valoare
foarte mare, b — o valoare foarte mica (chiar 1), caz in care numarul de scaderi este de ordinul valorii maxime.

Solutia 3 (algoritmul lui Euclid)

Sa analizam putin exemplul prezentat la solutia anterioard, a = 1658ib = 45. Prima valoare este mai
mare ca a doua Si ramane asa la primii trei pasi, dupa care ea ajunge mai mica (30). Noi am obtinut asta cu
trei operatii de scadere. Observam ca valoarea la care ajunge a cand devine mai mic decat b este chiar restul
impartirii celor doua valori initiale (iar numarul de scaderi dupa care s-a obtinut este catul impartirii celor
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doua valori initiale). Profitam de faptul ca limbajul dispune de operatorul de rest (%) si obtinem astfel dintr-un
singur pas valoarea in care trece a (evitand deci “cat” scaderi).

Aceasta observatie o vom pune in practica in felul urmator: impartim a la b, pastrand restul, iar la pasul
urmator reluam pentru b Si rest. Obtinem, pentru exemplul prezentat, urmatorul sir.

165, 45, 30, 15, O.

a b rest
165 45 30
45 30 15
30 15 0
15 0 Stop

Ultimul rest diferit de 0 este solutia. Implementarea o facem ca in cazul problemelor in care valoarea curenta
se calculeaza in functie de cele doua anterioare, urmand ca apoi sa actualizam pe cele ce vor deveni “ultimele
doud” la pasul urmator.

#include <iostream>
using namespace std;
int a, b, r;
int main () {
cin>>a>>b;
while (b!=0) {
r = asb;
a = b;
b = r;
}
cout<<a;
return 0;
1

lata cateva observatii pe baza algoritmului de mai sus:

- Intrucat prima operatie pe care o facem in blocul repetitiei este o impartire la b, retinem conditia de
oprire ca fiind b ! =0, altfel nu am putea impartila 0.

- Dupa modul de actualizare a variabilelor, rezultatul rdmane in a.

- Dacalainceputavem a > b, acest lucru se pastreaza pe parcurs intrucat la pasul urmator avem
numere b Si un rest la impartirea la b, care este intre 0 $ib-1, deci mai mic decat b.

- Dacainitialavem a < D, algoritmul de mai sus ne ajuta prin faptul ca dupa primul pas el
interschimb@ automat pe a Sib (a % b este chiar a in acest caz).

Este o stransa legatura intre numarul de pasi pe care fi face algoritmul lui Euclid si modul de crestere a
termenilor din sirul lui Fibonacci. Practic, cazul cel mai defavorabil este atunci cand numerela initiale a Sib
sunt termeni Fibonacii consecutivi (algoritmul lui Euclid Si solutia cu scaderi repetate fac in acest caz acelasi
numar de pasi). Se poate arata ca, pe cazul cel mai defavorabil, numarul de pasi pe care ii face algoritmul lui

Euclid deste de ordinul Log,vacarea maxima, unde x este EZE, adica raportul de aur (1, 618033

aproximativ, pe noi interesandu-ne faptul ca aceasta valoare este supraunitard). De exemplu, pentru oricare
doua numere de tip int se garanteaza obtinerea rezultatuluiin 50 de pasi.
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Probleme rezolvate

1. Se dau doud numere naturale a $i b. Se cere calculul celui mai mic multiplu comun al lor.

Solutia se bazeaza cunoscuta relatie:a * b = cmmdc (a, b) * cmmmc (a,

b)

Asadar ne vom folosi de algoritmul lui Euclid. Se recomanda ca odata calculat cel mai mare divizor comun,
obtinerea rezultatului final sa o scriem printr-o expresie de forma:a / cmmdc * b,inlocdea * b /
cmmdc (pentru a evita riscul unei depasiri de valoare maxima a tipului de date in momentul inmultirii).

#include <iostream>
using namespace std;
int a, b, r, A, B;
int main () {

cin>>A>>B;

a = A;

b = B;

while (b!=0) {

r
a = b;
b

}

cout<<A/a*B;
return 0;

}

2. Seciteste n Si apoi n numere naturale. Sa se afiseze cel mai mare divizor comun al tuturor celor n
numere. De exemplu, pentru n=5 Sinumerele: 18 48 30 24 60, rezultatul obtinut trebuie sa fie

6.

#include <iostream>
using namespace std;
int a, b, r, n, 1i;
int main () {
cin>>n;
cin>>a;
for (i=2;i<=n;i++
cin>>b;
while (b!=0) {
r = asb;
a = b;
b = r;

}

cout<<a;

}

) {

Aici am presupus primul numar ca fiind cel mai mare divizor comun Si am aplicat algoritmul lui Euclid intre el Si
al doilea numar citit. La implementarea de mai sus ne ajuta mult faptul ca rezultatul ramane tot in prima
variabild, asadar la pasii urmatori putem doar sa reludm rationamentul pentru noul numar citit Si valoare

ramasa in a de la pasul anterior.
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3. Sedau doud numere a Si b ce reprezinta lungimile laturilor unei zone dreptunghiulare. Se doreste
pavarea completa a zonei cu dale patrate, toate de aceeasi latura Si in numar cat mai mic. Noi trebuie
sa determinam latura unei astfel de dale Si cate sunt necesare. De exemplu, pentru datele de intrare
20 si 12, rezultatul trebuie sa fie 4 (latura) $i 15 (numarul de dale necesare)

Observam ca pentru a se incadra perfect pe linii Si pe coloane dalele patrate, latura unei astfel de dale
trebuie sa fie un divizor comun pentru lungimile laturilor dreptunghiului dat. Orice astfel de divizor asigura
o acoperire completa (cu dale de forma patrata).

Fie d un divizor comum. Pe o linie incap a/d date de latura d, iar pe o coloana incap b/d astfel de dale.
Numarul de dale necesar acoperirii este (a/d) * (b/d).Numarul minim de dale se obtine pentru d =
cel mai mare divizor comun dintre a Si b.

#include <iostream>
using namespace std;
long long a, b, x, y, r, latura, numar;
int main ()
{
cin>>a>>b;
X = a;
y = b;
while (b !'= 0) {
r = a % b;
a = b;
b = r;
}
latura = a;
numar = (x / latura) * ( y / latura);
cout<<numar<<" "<<latura;
}

Siruri recurente

Sunt Siruri in care un termen este definit in functie de valoarea altor termeni, anteriori. De exemplu, daca
notam T, ca fiind n! (numit “n factorial” si reprezentand produsul primelor n numere naturale nenule), avem:
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Tn = {ldaca n = 0 respectiv n * Tn_1 dacan >0

Sirul factorialelor este deci: 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720 ... (aminceput numerotareade la 0).
O numim pe aceasta recurenta de ordin 1 (un termen depinde de un singur termen anterior).
Alt exemplu este sirul lui Fibonacci:

T ={ldacdan=1saun = 2 respectivT _+T _daca n> 2
n n—1 n—2

Sirul termenilor Fibonacci este:1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 ... (am
fnceput numerotarea de la 1).

n acest caz este vorba despre o recurenta de ordin 2 (un termen al Sirului este exprimat printr-o relatie in care
apar doi termeni anteriori).

Observam deci ca pentru o recurenta de ordin 1 trebuie cunoscut un termen la inceput iar pentru una de
ordin 2 trebuie cunoscuti initial doi termeni.

Se pun urmatoarele probleme:

- Se daun numar n Si se cere determinarea celui de-al n-lea termen al sirului dat.
- Se da un termen x Si se cere sa verificdm daca se afla in sir.

Sa analizam cele doua probleme Tn contextul unei recurente de ordin 1, apoi pentru recurenta de ordin 2.

1. Sa se determine al n-lea termen din sirul factorialelor (n!).

#include <iostream>
using namespace std;
long long n, t, i;
int main () {

cin >> n;

t =1;

for (1 = 1; 1 <= n; 1i++){
t = t*i;

}

cout << t;
return 0;

}
Vom calcula asadar termenii unul din altul i observam ca pentru asta ne este suficienta o singura variabila t,

cea n care actualizdm valoarea termenului curent din cel anterior.

2. SeciteSte un numar x, se cere sa verificdm daca face parte din sirul factorialelor.

La astfel de probleme analizam separat doud cazuri: daca numarul de testat este primul termen al sirului
respectiv cazul cand este un alt termen, fiind aici nevoie de calcule. Ne vom folosi de faptul ca sirul
factorialelor este crescétor Si, aplicand formula recurentei, vom genera termeni pana intalnim sau depasim
valoarea data.
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#include <iostream>
using namespace std;
int t, x, 1i;
int main () {
cin>>x;
if (x == 1) {
cout<<"DA\n";
return 0;

t = 1;
i = 2;
while (t < x) {
t *= 1;
i++;
}
if (t == x)
cout<<"DA\n";
else

cout<<"NU\n";
return 0;

}

Trecem acum la analizarea celor doua cerinte pentru o recurenta de ordin 2.

3. Seciteste un numar n, determinati al n-lea termen Fibonacci.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, a, b, ¢, 1i;
int main () {

cin>>n;
if (n == 1 || n == 2) {
cout<<l;

return 0;
7

4

i=3;i<=n;i++) {
= atb;

b;

Cy

oL Q ~F

}

cout<<c;
return 0;

}

Observam ca in acest caz nu ne mai este suficientd o singura variabild, intrucat din urma trebuie pastrati doi
termeni. Modalitatea comoda de implementare este cu trei variabile, asa cum se vede mai sus, chiar daca este
posibila si o implementare doar folosind doua variabile.

4. Se citeste un numar x. Se cere sa verificdm daca este termen al Sirului lui Fibonacci.

#include <iostream>
using namespace std;

7
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}

int x, a, b, c;
int main () {

cin>>x;

if (x == 1) {
cout<<"DA";
return 0;

}

a=1;

b =1;

while (a + b <= x)
c = atb;
a = b;
b = c;

}

if (¢ == x)

cout<<"DA";
else

cout<<"NU";
return 0O;

{

Si Tn acest caz ne-am folosit de faptul ca Sirul dat este monoton (crescator) Si am generat termeni pana

ajungem in jurul valorii pe care o testam (analizand separat cazul particular).

Problemele enuntate mai sus Si rezolvate pe cele doua siruri particulare alese (factorial pentru recurenta de
ordin 1 si Fibonacci pentru cea de ordin 2), pot fi rezolvate pe orice Sir cu aceleasSi proprietati, chiar daca
difera formula de calcul al termenului curent.

5. Tn cazul sirului lui Fibonacci existd multe rezultate interesante. In acest material prezentdm unul

pentru care vom face demonstratia Si vom scrie Si un algoritm constructiv: orice numar natural se

poate scrie ca suma de termeni distincti si neconsecutivi din Sirul lui Fibonacci.

Pentru rezolvare se utilizeazd urmatoarea strategie: calculdm pentru numarul dat (notat mai jos cu x) cel mai
mare termen Fibonacci mai mic sau egal decat el (notat cu T). Afisdm termenul gasit Si continuam procedeul
pentru diferentd, mergand pana se ajunge la 0.

Exemplu:

Algoritm

X T
45 34
11 8
3
0 Stop

#include <iostream>
using namespace std;

int
int

a, b, c;

main () |
cin>>x;
while (x!=0) {

a = 1;
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Observatii

b =1;

c = 1;

while (a + b <= x)
c = atb;
a = b;
b = c;

}

cout<<c<<"™ ";

X -= C;

}

return 0O;

- Faptul ca nu pot fi termeni consecutivi se probeaza prin reducere la absurd: existenta a doi termeni
consecutivi ar insemna ca la alegerea celui mai mare dintre cei doi termeni se putea alege Si suma lor
(care era tot termen Fibonacci Si cu o valoare mai mare), deci nu s-a facut corect alegerea celui mai
mare termen posibil la acel pas.

- Faptul ca nu pot fi termeni egali se probeaza prin faptul ca un temen Fibonacci se poate scrie ca suma

a altor termeni Fibonacci mai mici ca el.

- Algoritmul de mai sus ofera termenii sumei in ordine descrescatoare.

- Se observa ca nu am mai tratat special termenul 1. Este in continuare corect din faptul cd am initializat
fnainte c cu valoarea 1, ceea ce face ca in acest caz, neintrandu-se in repetitie, sa se considere totusi la
solutie valoarea care corecta.

Sa analizam in continuare urmatoarea problema: se citeste n Si apoi n numere naturale i trebuie sa

determindm de cate ori s-au introdus la rénd trei valori in ordine crescatoare.

Exemplu: pentrun = 11lSinumerele4 1 2 7 8 1 4 2 3 5 3,sevaafisa 3, 1n contul tripletelor(1 2

7)(2 7 8)si(2 3 5).

#include <iostream>
using namespace std;
int n, a, b, ¢, 1, sol;
int main () {
cin>>n;
sol = 0;
cin>>a>>b;
for (i=3; i<=n; i++) {
cin>>c;
if (a < b && b < ¢)
sol++;
a = b;
b c;

}

cout<<sol;
return O;
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Observam ca si aici este necesara pastrarea a doud valori din urma (ultimele doud) pentru a putea realiza
testul. Prezentarea exemplului este pentru a sublinia abordarea comuna pentru aceasta problema, pentru
Euclid si pentru Fibonacci. Toate trei pot fi rezolvate cu urmatoarea abordare:

Repe

ta |

Proceseazada numdrul curent folosind-ul pe penultimul si pe ultimul

Actualizeaza penultim

(penultim = ultim)

Actualizeaza ultim (ultim curent)
}
Euclid Fibonacci Triplete
repetitie (..) repetitie (..) { repetitie (..) {
c =a % b; c = a + b; citeste ¢, daca(a<b si b<c) sol++;
a =b; a =b; a =b;
b =c; b =c; b =c;
} } }
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