prof. Marius Nicoli

Generarea submultimilor unei multimi

Materialul de fata isi propune a arata modul de obtinere a tuturor submultimilor unei multimi fara a folosi
algoritmi standard backtracking. Nu se utilizeaza recursivitatea, materialul fiind util elevilor care sunt inca la
inceputul studierii algoritmilor Si vine in sprijinul lor pentru a putea rezolva totusi o anume categorie de
probleme care incerca generarea mai multor Siruri pentru a obtine solutia.

Fie o multime cu n elemente, sa o notam: {1, 2, 3, ..., n}. Aceasta admite 2" submultimi. De exemplu, pentru
n=3, acestea sunt: @, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

Cunoastem totodata ca folosind n pozitii binare putem genera de asemenea 2" configuratii de 0 si 1, de
lungime n. Aceste configuratii corespund scrierilor in baza 2 pentru numerele naturale cuprinse intre O Si
2"-1.

Pentru n=3, aceste configuratii sunt: 000, 001, 010,011,100,101,110,111.

Sunt cunoscuti multi algoritmi pentru generarea secventelor binare, iar noi le vom genera si vom arata modul
in care unei secvente binare ii asociem exact o submultime.

Pentru a exemplifica asta, consideram n=4

Numerele Scrierea binara a Pozitiile unde sunt valori | Submultimea asociata
naturale dintre numarului 1 in scrierea binara

0 si2°-1
0 0000 Niciuna 4]
1 0001 4 {4}
2 0010 3 {3}
3 0011 3,4 {3,4}
4 0100 2 {2}
5 0101 2,4 {2,4}
6 0110 2,3 {2,3}
7 0111 2,3,4 {2,3,4}
8 1000 1 {1}
9 1001 1,4 {1,4)}
10 1010 1, {1,3}
11 1011 1,3,4 {1,3,4}
12 1100 1,2 {1,2}
13 1101 1,2,4 {1,2,4}
14 1110 1,2,3 {1,2,3}
15 1111 1,2,3,4 {1,2,3,4}

Asadar, daca generam toate secventele din coloana a 2-a, putem apoi obtine usor submultimile. in multe
situatii nu este importanta ordinea in care se genereaza submultimile, asa cum vedeti si mai sus, ele nefiind
neaparat in ordine lexicografica, sau cumva. Exista evident algoritmi care genereaza lexicografic, dar nu ne
intereseaza in acest material.
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1. Simularea adunarii cu 1 in baza 2, avand cifrele binare puse intr-un vector pe pozitiide la 1 la n.

Observatia pe care se bazeaza totul este urmatoarea: daca avem generata o secventa binara, pentru
urmatoarea, se procedeaza astfel:

- Valorile 1 de la final se transforma in 0.
- Primul 0 ntalnit (din dreapta) se face 1.
- Valorile de pe restul pozitiilor raman neschimbate:

Exemplu:

1010100111 Aceasta o secventa construita deja, adica este configuratia curenta a vectorului

1010100111 Sunt trei valori 1 la final, care se vor transforma in 0, Si pe a 4-a pozitie de la final
este prima valoare de 0 (privind din dreapta) care se va transformain 1.

1010101000 Celelalte valori raman nemodificate, asadar am obtinut urmatoatea configuratie.

Scrierea in baza 10 a configuratiei initiale da valoarea 679, iar scrierea celei obtinute d& 680. Deci am obtinut
scrierea numarului urmator.
v fiind tabloul unidimensional ce memoreaza configuratia curenta pe pozitii de la 1 la n, codul care face

transformarea este urmatorul:

i = n;
while (v[i] == 1) {

v[ii] = 1;
Asadar, pozitia pe care este i la finalul repetitiei este chiar cea unde se afla cel mai din dreapta 0.

Vom porni de la configuratia formata doar din 0, Si ultima pe care o vom genera este cea formata doar din 1.
Puteti exersa Si verifica regula de transformare pentru tabelul de mai sus observand cum ea duce configuratia
de pe o linie in cea de pe linia urmatoare.

Pentru a genera toate submultimile, rulam in mod repetat configuratia de mai sus:

while (..) {
i = n;
while (v[i] == 1) {
v[ii] = 0O;
i--7

for (i=1;i<=n;i++)
if (v[i] == 1)
fout<<i<<" ";
fout<<"\n";
}

Asadar, dupa ce generam noua configuratie, parcurgem vectorul Si acolo unde avem valoarea 1 afisam

indicele.
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Observati ca nu am scris conditia de oprire. O prima varianta pentru aceasta este de a folosi un contor Si sa
facem exact 2" treceri dintr-o secventa in alta.

O alta varianta ar fi sa testam daca s-a ajuns la configuratia formata doar din valori 1. Aceasta ar necesita cod
suplimentar pentru acest test.

O metoda de oprire mai elegantad este urmatoarea: observam ca daca aplicam algoritmul de trecere in
secventa urmatoare cand suntem deja in cea formata doar din 1, nu gasim 0 decat eventual pe pozitia 0, deci
in afara intervalului de indici care ne intereseaza. Asadar, daca punem de la inceput Siv[0] = 0, la pozitia 0
vom face 1 abia la final, agadar, conditia de oprirevafi, v[0] != 1, nefiind astfel nevoie nici sa scriem Si nici
sa execute calculatorul repetitii suplimentare.

Mai jos este solutia de 100 de puncte de la problema de generare a submultimilor de pe infoarena

(https://infoarena.ro/problema/submultimi).
Enuntul pe scurt este urmatorul:

Se citeste un numar n, Si se cer tote submultimile nevide ale multimii {1, 2, 3, ..., n}.

#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin("submultimi.in");
ofstream
fout ("submultimi.out");
int v[20];
int n, 1i;
int main () {
fin>>n;
for (i=0;i<=n;i++)
v[0] = 0O;
while (!'v[0]) {
i = n;
while (v[i] == 1) {
v[i] = 0;
i--;

if (i == 0)
break;

for (i=1;i<=n;i++)
if (v([i] == 1
fout<<i<<" ";
fout<<"\n";
}

return 0;

}

Mai sus intdlnim Si secventa 1 f (1==0) break; care ar face sa se opreasca oricum bucla principala. Rolul
ei aici este de a evita afiSarea unui rand suplimentar liber, la final, corespunzator multimii vide. Afisarea
aceasteia s-ar incerca la final, cand secventa 111. . . 11 s-a transformat in 1(pe pozitia 0)000. . .00. (Chiar
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dacd s-a pornit cu vectorul plin de 0, mai intai se face prima transformare, deci prima secventa pentru care se

tipareste submultimea corespunzatoare este 000. . .01.

Numarul de pasi pe care fi face algoritmul descris este de ordin n - 2"(avem 2" transformari Si fiecare necesita

traversare a Sirului de n valori).

Algritmul este cu aplicabilitate practica, asigurand timp instant de rezolvare, pentru valori ale lui n pana in jurul

valorii 20 (2°° este aproximativ un milion).

2. Scrierea efectiva in baza 2 a numerelordela 0 la 2"-1.

#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin("submultimi.in");
ofstream fout ("submultimi.out");
int v[20];
int n, i, p, cod, aux;
int main () {
fin>>n;

p =1; /// calculez 2 la puterea n
for (i=1;i<=n;i++)
p = p*2;

/// Sarind de 0 evit multimea vida.
while (cod < p) {

aux = cod;
i = n;
while (aux) {
if (aux % 2 == 1)
fout<<ig<™ ";
1=-=y

aux /= 2;
}

fout<<"\n";

cod++;

}

return O;

cod = 1; /// Scriu in baza 2 numerele incepand cu 1.

Probleme rezolvate.

1. Problema care pe infoarena se numeste numere8 (https://infoarena.ro/problema/numere8). A fost

data la olimpiada judeteana de informatica.

Enuntul, pe scurt, este urmatorul: Se da un Sir format din exact 10 numere, distincte. Se cere sa determinam:

- Tn cate moduri putem alege doud submultimi disjuncte de suma egala (pot rdmane si elemente in

afara celor doua submultimi).
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- Determinati suma maxima comuna pentru care existd doua submultimi ca mai sus Si doua astfel de

submultimi.
Exemplu:
numere8.in numere8.out
60 49 86 78 23 97 69 71 32 10 65 276

78 97 69 32
60 49 86 71 10

Sunt 65 de variante de a imparti cele 10 numere date in doua submultimi de suma egala. Daca formam una
dintre submultimi cu numerele de pa a doua linie Si pe cealalta din numerele de pe a treia linie, obtinem una
dintre cele 65 de solutii i suma maxima comuna pentru aceste submultimi (276). Observam ca unul dintre
cele 10 numere nu apare in niciuna dintre cele doua submultimi. Nu se numara si numerotarea inversa a celor
doua submultimi. De asemenea, nu obtinem submultimi noi permutand aceleasi elemente.

Solutie.

Daca am genera toate configuratiile de 0 $i 1 de lungime 10 Si am considera pentru o submultime elementele
din dreptul valorilor 0 iar pentru cealalta submultime elementele din dreptul valorilor 1, am rata cazurile cand
raman i elemente in fara celor doua submultimi. Modalitatea prin care putem lasa Si elemente in afara este
urmatoarea: in loc sa generam numere in baza 2, vom genera numere in baza 3 (adica secvente de lungime
10 formate din 0, 1, 2). Tn acest mod, elementele din dreptul valorilor 1 considerdm ca sunt intr-o
submultime, cele din dreptul valorilor 2 sunt in cealalta submultime iar cele din dreptul valorilor 0 sunt nealese
la selectarea curenta de submultimi.

Generarea tuturor secventelor cu 0, 1, 2 se face asemanator cu cele binare. Ca diferentd, la trecerea de la o
secventa la alta:

- Valorile 2 de la final devin 0.
- Prima valoare diferita de 2 intalnita creste cu 1.
- Valorile de pe celelalte pozitii raman nemodificate.

n general, dacd am genera urmatorul numar intr-o baza B:

- Valorile B-1 de la final devin 0.
- Prima valoare diferita de B-1, intalnita, creste cu 1.
- Valorile de pe celelalte pozitii r&man nemodificate.

Asadar:

#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin ("numere8.in");
ofstream fout ("numere8.out");
int v[11], w[1l1l], a[ll];
int sl1l, s2, i, total, maxim;
int main() {
for (i1i=1;1i<=10;1i++)
fin>>ali];

while (v[0]==0) {

5
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sl = s2 = 0;

for (i=1;i<=
if (v[i]
sl +
if (v[i]
s2 +
}
if (sl == s2
total+t+;
if (s1 >
maxi
for
}
}
}
fout<<total/2<<"
for (i=1;1<=10;1
if (w[i] ==
fout<<al
fout<<"\n";
for (i=1;1<=10;1
if (w[i] ==
fout<<al

return 0;

i=10;

while (v[i]
v[ii] = 0O;
i--;

}

vii]l++;

if (i==0)
break;

== 2) {

I4

10;1i++) {

== 1)
= ali]l;

== 2)
=ali];

) A

maxim) {
m = sl;
(1=1;1<=10;1i++)
w[i] = v[i];
"<<maxim<<"\n";
++)

1)

i:|<<" ",.

++)

)

i:|<<" ",.

Cateva observatii:

Am afisat valoarea total injumatatita intrucat se numara de doua ori solutii: de exemplu, daca se
genereazdl 0 0 0 0 O 2 1 2 2 seobtineaceeasisolutie cu 2 si 1 schimbate, adicda2 0 0 0

001211

Tntrucat valorile date sunt strict pozitive, nu am ocolit solutiile in care se genereazé numai 0 si 1 sau pe
cele in care se genereaza numai 0 Si 2 deoarece una dintre submultimi ar avea suma 0 iar cealalta

suma struct pozitiva, aSa ca nu s-ar numara.

Am ocolit cazul cu solutia formata doar din 0 pentru ca s-ar numara Si solutia cu cele doud submultimi

vide.

Timpul de calcul este asadar de ordinul 3" - n.
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2. Jocul Flip. Problema se gaseste pe infoarena.ro (https://infoarena.ro/problema/flip). Enuntul pe scurt
este urmatorul:

Se da o matrice cu n linii $i cu m coloane, cu valori intregi. Avem posibilitatea de a schimba semnul pentru
toate valorile de pe unele linii Si pentru valorile de pe unele coloane (alegem noi pe care). Ne propunem sa
aplicam operatiile incat matricea obtinuta sa aiba suma maxima. Daca schimbam semnul si pentru linia 1
Si pentru coloana 7, valoarea din pozitia 1,7 iSi schimba semnul de doua ori, deci ramane nemodificata.
Dimensiunile matricei au valoarea maxim 16.

Exemplu

lip.in flip.out

3 28

Se aplica operatii pentru coloana a doua Si pentru linia a treia.
Solutie

Observam ca putem incerca toate modurile de a alege coloanele la care operam. Numarul de coloane fiind
maxim 16, avem pand la 2*° variante de a alege cum interschimbdm coloanele. De exemplu, dacd avem m
= 4 coloane iar Sirul in care generdm submultimile este 1 0 1 1, considerdam cazul in care schimbam
semnul pentru coloanele 1, 3, 4. Pentru fiecare astfel de incercare, observam ca putem decide exact ce
facem cu fiecare linie: cele cu suma pozitiva raman neschimbate, cele cu suma negativa se schimba (luam
n calcul la solutie modulul sumelor pentru fiecare linie).

#include <fstream>
#define DIM 17

using namespace std;
int a[DIM] [DIM], vI[DIM];

int n, m, i, j, s, sum ,maxim;

int main () {
ifstream fin("flip.in");
ofstream fout ("flip.out");

fin>>n>>m;

for (i=1l;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++)
fin>>al[il[J];

while (v[1] == 0) {
J = m
while (v[j] == 1) ({
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v[jl = 0;
j -=
}
vijl = 1;
sum = 0;
for (i=1;i<=n;i++) {
s = 0;
for (j=1;j<=m;j++)
if (v[j] == 0)
s += alill3];
else
s -= alill3];
if (s > 0)

sum += s;
else
sum -= s;
}
if (sum > maxim)
maxim = sum;
}
fout<<maxim<<"\n";

return O;

Obtinem asadar timp de calcul de ordin 2" - n”. Tntrucat si numarul de linii era mic, am fi putut face si
invers, sa generam toate modurile de a aplica operatia liniilor Si pentru fiecare era unic determinat modul

de a aplica operatia la coloane.



