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Grafuri $i Arbori - notiuni teoretice

Un graf este o retea de noduri legate intre ele prin muchii.

O definitie mai abstracta este urm&toarea: Un graf este o pereche formata din doud multimi: O multime X de
elemente, numite noduri $i o multime U formata din perechi de elemente din X, numite muchii.

De reguld, elementele multimii nodurilor le notdm prin numere naturale incepand cu 1. Convenim ca in acest
material s& notam cu n numarul de noduri Si cu m numarul de muchii.

Dacdaavem X ={1, 2, 3, 4}siU ={(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4)}, putem spune c& avem un graf format din trei
noduri Si patru muchii. O posibila reprezentare grafica a sa este urmatoarea:

Subliniem din start ca din punct de vedere al teoriei grafurilor, nu intereseaza pozitia in plan (sau spatiu) a
nodurilor ci numai modul in care sunt legate intre ele. Astfel, graful din figura urmatoare este acelasi cu cel din
figura anterioara, pentru ambele multimile X si U fiind identice.

Graful de mai sus spunem ca este unul neorientat intrucat pentru orice muchie (a, b) este indiferenta
orientareasadelaalabsaudelablaa.

Alta categorie de grafuri o reprezinta cele orientate, in acest caz, fiecare muchie are bine stabilita orientarea.
De obicei la aceste grafuri muchiile se deseneaza prin sageti. lata un exemplu de graf orientat:
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Pentru acest graf avem: X ={1, 2, 3, 4, 5} si U ={(4,1), (3,4), (5,3), (1,3), (1,2), (2,1)}.

Observam ca in acest caz este importanta ordinea in care scriem nodurile in cadrul unei muchii precum i
faptul ca toate muchiile sunt orientate (daca avem orientare in ambele sensuri putem considera ca avem doua
muchii). Multe dintre notiuni precum $i multe dintre rezultate sunt identice la cele doud categorii de grafuri.
Sunt si diferente, pe care le vom puncta. De exemplu, se spune muchie la grafurile neorientate, pe cand la cele
orientate spunem arc. Se spune nod la grafurile neorientate Si varf la cele orientate. n acest material vom
folosi notiunile de nod si de muchie pentru ambele categorii.

n continuare vom studia detaliat grafurile neorientate iar la capitolul dedicat celor orientate vom puncta in
principal deosebirile.

Grafuri neorientate

Fie graful din figura urmatoare, notat pe mai departe cu G,.

G1

Vom prezenta anumite definitii Si rezultate de baza pentru grafuri, folosindu-I pe acesta drept exemplu.

- x={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}. Numarul sdu de nodurieste n = 12.
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- U={(1,3),(3,10),(1,7),(3,7),(3,9),(9,10), (8,7), (4,5),(9,11),(11,12),(12,5), (5,11)}. Numarul
sau de muchiiestem=12.

- Pentru fiecare muchie putem face notatia de mai sus sau notatia inversd, fiind acelasi lucru in cazul
grafurilor neorientate. De exemplu, prima muchie din lista am fi putut-o nota si (3,1).

- Notiunea de adiacenta se foloseSte de regula pentru noduri. Se spune ca doua noduri legate prin
muchie sunt adiacente. Tn exemplul de mai sus 11 $i 5 sunt noduri adiacente dar 9 si 5 nu sunt.

- Folosim notiunea de incidenta cand spunem c& un nod este extremitate a unei muchii. Astfel, nodul 9
este incident cu muchiile (3, 9), (10, 9) si (9, 11). Nodul 11 nu este incident cu muchia (5, 12).

- Numim grad al unui nod ca fiind numarul de muchii incidente cu acel nod. Astfel gradul nodului 11
este egal cu 3. Notatia folosita este d (11) = 3. Notatia d este imprumutata de la corespondentul
cuvantului grad in limba franceza (degre). Nodurile cu grad 0 se mai numesc noduri izolate. in
exemplul de mai sus izolat este nodul 2. Legat de grade avem Si prima proprietate importanta:

d(l) + d(2) + ... + d(n) = 2-'m

Altfel spus, suma tuturor gradelor nodurilor unui graf neorienta este egala cu dublul numarului de muchii
(deducem ca suma gradelor este un numar par). Justificarea acestei formule este imediata: fiecare muchie
contribuie cu 2 la suma total3, fiind incidenta cu doua noduri, aducand 1 la gradul fiecaruia dintre ele.

- Numim lant o secventa de noduri ce au proprietatea ca oricare doua vecine reprezinta capetele unei
muchii a grafului. De exemplu 1, 3, 10, 9, 11 reprezinta un lant in graful G,, iar secventa formata din
1, 3,9, 7, 8 nureprezuinta lant deoarece intre 9 Si 7 nu exista muchie.

- Numim lant elementar un lant care are toate nodurile distincte.

- Numim lant simplu un lant care are toate muchiile distincte.

Exemple:

1,3,10,9,11 Lant elementar, deci si simplu.

8,7,3,9,10,3,1 Lant neelementar dar simplu. Lantul nu este elementar pentru ca se repeta
nodul 3 dar este simplu pentru ca nu este
nicio muchie care sa fie traversata de mai
multe ori.

7,3,9,11,5,12,11, 9, Lant care nu este simplu (deci Observam ca munchia dintre 9 si 11 se

10 nu este nici elementar). repetd in cadrul lantului.

1,3,9,7,8 Nu este lant. intre 9 si 7 nu avem muchie.

- Numim ciclu un lant simplu, inchis. Asadar, prin definitie, in cadrul unui ciclu nu putem avea o muchie
care sa se repete. Se pot insa repeta noduri, caz in care se poate imprumuta denumirea folosita la lant
Si spunem ca avem ciclu neelementar.

Exemple:

1,3,7,1 Ciclu elementar. Faptul ca am scris nodul 1 de doua ori nu inseamna ca
acesta se repeta pe ciclu ci este doar un mod de a nota
ca lantul se inchide.

7,1,3,7 Ciclu elementar. Este vorba despre acelasi ciclu, deci observam ca nu este
importanta ordinea de scriere a nodurilor cand il notam,
ci structura ciclului.

1,3,10,9,37,1 Ciclu neelementar. | Se repeta nodul 3.
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3,9,11,5,12,11, 9,10, 3 | Nu este un ciclu. Muchia 9, 11 se repeta Si astfel nu este respectata

definitia

Lungimea unui lant si a unui ciclu se defineste ca fiind numarul de muchii ale acestuia (atentie, nu
numarul de noduri). Astfel, in exemplele anterioare, primul lant are lungimea 4, al doilea are lungimea
6 si al treilea are lungimea 8. Tn cazul ciclurilor, primele doud (fiind si identice) au lungimea 3 iar al
treilea are lungimea 6.

Notiunile de graf partial si subgraf.

Numim graf partial al unui graf dat, ceea ce rdmane din graful dat pastrand toate nodurile Si eliminand
eventual unele muchii, fara a adauga muchii noi.

Numim subgraf al unui graf dat, ceea ce ramane din graful dat eliminand unele noduri si doar muchiile
incidente lor, deci nu Si alte muchii si fara sa adaugam alte muchii.

G2

Graful dat.

G2’

Tn stAnga avem un graf partial al lui G, intrucat
s-au pastrat toate nodurile Si s-au eliminat
muchiile (2,6) si (6, 5) fara sa se fi adaugat
muchii neexistente n graful initial.
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G2” ° n stanga avem un subgraf al lui G, pentru ca
o acesta s-a obtinut eliminand din G, nodul 3 si
numai muchiile incidente cu acesta, fara sa se
mai adauge sau sa se elimine alte muchii.
° o Subgraful s-a obtinut prin eliminarea unui
singur nod, dar se pot elimina Si mai multe.

Pentru un graf dat, cu m muchii, numarul de grafuri partiale ale sale este 2™. Acest lucru se deduce usor din
definitie: practic orice submultime a multimii muchiilor grafului dat induce un graf partial al sdu. Pe de alta
parte cunoastem ca o multime cu m elemente are 2™ submultimi, si de aici obtinem rezultatul de mai sus.

Graf complet, graf bipartit, graf regulat.
Prezentam in continuare definitii Si rezultate de baza pentru cateva categorii speciale de grafuri.
Graf complet

Un graf neorientat cu n noduri Si cu muchie intre oricare doud noduri se numeste graf complet de ordin n. In
materialul de faté de vom referi la el Si cu notatia K..

K,
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Numarul de muchii ale lui K, este n- (n—-1) /2 sau, altfel spus combinari de n luate cate doua, Cn.

Sunt multiple modalitati de a justifica acest rezultat. lata cateva:

e Din fiecare nod se duc cate n—1 muchii (catre toate celelalte noduri). Se obtin astfel n- (n-1) muchii.
Tns& orice muchie a fost numarata de doud ori, dinspre fiecare dintre extremitatile sale.

e Pentru a nu numara de doud ori muchiile, ne gandim ca scriem extremitatile in ordine crescaroare.
Astfel, din nodul 1 avem n-1 muchii catre noduri cu numar de ordine mai mare. De la nodul 2 vom
avea n-2 astfel de muchii (fara cea catre 1), din nodul 3 avem n-3 muchii ... i asa mai departe, la
final o singura muchie de la nodul n-1 la nodul n. Asadaravem n-1 + n-2 + n-3 + ... +
1. Acest numar reprezinta suma Gauss de n-1 adicd (n-1) -n/2.

® Ne putem gandi ca fiecare muchie este o modalitate de a alege doua elemente distincte dintr-o
multime cu n elemente. De aici combinari de n luate cate doua.

Combinand notiunea de graf complet cu rezultatul prezentat anterior, anume ca un graf cu m muchii are 2™
grafuri partiale, Si observand ca orice graf cu n noduri este un graf partial al lui K, obtinem urmatorul rezultat,
foarte important:

CZ

- Numarul de grafuri neorientate cu n noduri este 2 ™.

Graf bipartit

Un graf neorientat pentru care exista posibilitatea de a-i partitiona multimea de noduri in doud submultimi
nevide, asa incat orice muchie sa aiba o extremitate intr-o submultime sSi cealalta extremitate in cealalta
submultime, se numeste graf bipartit.

o Graful din figura alaturata este bipartit, iar
submultimile in care este partitionatd multimea de
noduri sunt {2, 3, 6} respectiv {1, 4, 5, 7}.

Modul de a realiza desenul, ca mai sus, este uzual cand reprezentam grafuri bipartite (cele doua submultimi ale
partitiei se scot in evidenta scriindu-se fiecare pe cate o coloana). Totusi, nu este obligatoriu sa facem astfel
desenul. In tabelul de mai jos este un singur graf bipartit, desenat in doud moduri.

o Figura de jos este obtinuta din cea de sus
“tragand” nodul 5 in stanga. Este vorba
despre acelasi graf intrucat nodurile Si
muchiile raman aceleasi (stim ca doua
grafuri difera doar prin componenta
multimilor de noduri si de muchii, nu prin
modul de asezare al acestora intr-un
desen).
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Urmatorul rezultat este foarte des utilizat in cazul grafurilor bipartite: un graf este bipartit daca si numai daca

orice ciclu are lungime para.

Observati ca acest lucru se verifica pentru toate cele trei grafuri desenate mai sus. Poprietatea este usor
vizibila la graful desenat primul in tabel.

Este intalnita si notiunea de graf bipartit complet. Sa il notam B, .. Avem doi parametri intrucat la el trebuie
sa indicam cardinalul la fiecare dintre cele doua multimi. Astfel, B, , este un graf cu s noduri in una dintre cele
doua multimi si d noduri in cealalta si care are muchie intre firecare nod dintr-o multime si fiecare nod din
cealalta. Astfel, B, , are s - d muchii. Graful din figura de mai sus este un B, ..

Graf regulat

Un graf in care toate nodurile au acelasi grad se cheama regulat. Cand ne referim la grafuri regulate, in fata
cuvantului “regulat” se mai scrie Si valoarea comuna a gradelor.

O-regulat
Graful fara muchii, deci cu toate nodurile de grad 0 este, evident,
regulat.

2-regulat
Graful “poligon” este regulat

(n-1) - regulat
K, este regulat

Conexitate

Un graf neorientat in care exista lant intre oricare doud noduri se numeste graf conex.
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in figura alaturatd este graful G, din exemplele prezentate
anterior. Acesta este conex.

Alaturi este graful G, folosit pentru exemplificare la inceputul
capitolului. Acest graf nu este conex (intre nodurile 4 si 9, spre
exemplu, nu este lant).

Altfel spus, un graf este conex daca se poate ajunge intre oricare doua noduri mergand doar pe muchii.
Apare si notiunea de componenta conexa. Graful G, nu este conex, dar are trei componente conexe.

Prin definitie, o componenta conexa este un subgraf conex $i maximal cu aceasta proprietate. Termenul
maximal se refera la faptul ca respectivul subgraf nu mai poate fi extins cu noduri din graful initial asa incat sa
se pastreze conexitatea.

Componentele conexe ale lui G, sunt subgrafurile induse de multimile de noduri: {1, 3,5, 7,8, 9,10, 11, 12},
{2} respectiv {4, 6}.

Termenul de maximal indica, de exemplu, ca submultimea de noduri formata din {1, 3,5, 7, 9,10, 11, 12} nu
formeaza o componenta conexa pentru ca prin adaugarea nodului 8 (Si a muchiei corespunzatoare) se obtine
un subgraf care este in continuare conex, dar cu mai multe noduri.

Grafuri hamiltoniene $i euleriene
Graf hamiltonian

Un graf in care exista un ciclu elementar care sa contina toate nodurile se numeste graf hamiltonian. Un ciclu
cu o astfel de proprietate se numeste ciclu hamiltonian.
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Graful din figura de mai sus este hamiltonian. Un ciclul elementar care contine toate nodurile este: 4, 5, 1, 3,
2,6,4.

Trebuie sa retinem amanuntul ca trebuie sa avem ciclu elementar. Asadar, graful de mai jos nu este
hamiltonian chiar dacé se poate gasi ciclu care sa viziteze toate nodurile. Tnsa, un astfel de ciclu nu poate sa
atinga toate nodurile fara a-l folosi pe 2 de doua ori (deci nu este elementar).

La categoriile speciale de grafuri se pune problema identificarii unor rezultate echivalente (de exemplu ca in
cazul grafurilor bipartite, unde avem garantia ca un graf este bipartit daca si numai daca orice ciclu are
lungime para). Din pacate Tn cazul grafurilor hamiltoniene nu exista un astfel de rezultat pentru cazul general.
Astfel, algoritmii de detectare sunt de tip backtracking, generand toate permutarile multimii de noduri Si
testand pentru fiecare in parte daca ordinea reprezinta un ciclu.

Sunt insa conditii suficiente care asigura ca anumite categorii de grafuri sunt hamiltoniene. lata un rezultat util:

Un graf in care fiecare nod are gradul cel putin egal cu (n+1) /2 este cu sigurantd hamiltonian. Pe un astfel de
graf il mai numim si dens, el avand foarte multe muchii. Atentie ca aceasta conditie este doar suficienta,
nefiind Si necesara, spre exemplu graful “poligon” este hamiltonian dar toate nodurile au gradul 2, valoare
care poate fi foarte mica n raport cu n.

Intervine si notiunea de lant hamiltonian: un lant elementar in care apar toate nodurile. Graful din figura de
mai sus, care nu este hamiltonian, contine totusi un lant hamiltonian: 6, 1, 2, 3, 5, 4.

Graf eulerian

Un graf care contine un ciclu care sa traverseze toate muchiile se cheama graf eulerian. Ciclul nu trebuie sa fie
elementar. in fond, aceasta notiune studiaza posibilitatea de a traversa o singura data fiecare muchie Side a
ne intoarce in locul de pornire, pe cand notiunea de graf hamiltonian studiaza posibilitatea de a atinge exact o
data fiecare nod si de a ne intoarce in locul de pornire.
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Graful din figura de mai sus este eulerian. Un ciclu eulerian este: 1,2, 4,5,6,7,8,9,7,4,11,3,10,12, 4,
13, 1.

n acest caz avem i un rezultat care asigura o conditie necesara si suficienta ca un graf sa fie eulerian:
gradele tuturor nodurilor sa fie pare si toate muchiile sa fie in aceeagi componenta conexa.

Nu este necesar ca graful sa fie conex, pot fi Si noduri izolate, esential este ca toate muchiile sa fie in aceeasi
componenta conexa. Daca nu impunem s& avem muchiile in aceeasi componenta conexa ci doar ca toate
gradele sa fie pare, ratam situatii ca aceea din figura urmatoare unde, evident, graful nu este eulerian.

Este definita Si notiunea de lant eulerian (lant simplu, care nu e ciclu, Si care sa contina toate muchiile
grafului). Evident ca un graf care are doar lant eulerian (fara a fi ciclu) nu este graf eulerian. lata un exemplu:

Poate v-ati provocat colegul de banca la urmatorul joc: poti desena figura de mai jos (considerand ca nodurile -
cercurile - sunt punctiforme) fara sa ridici creionul de pe foaie, fara sa tragi de doua ori aceeasi linie Si sa revii
in punctul de plecare? De multe ori, repede se raspunde DA :D. La o analiza mai atenta a conditiilor impuse
observam ca acestea cer de fapt sa trasam un ciclu eulerian. Ne dam seama imediat ca nu se poate pentru ca
avem noduri de grad impar (4, 5). Exista insa n acest graf un lant eulerian: 4, 5, 2, 4, 3, 1, 2, 3, 5. Adica pare
ca reusim sa facem figura, fara sa ridicdm pixul Si fara sa trasam vreo linie a doua oara, insa nu indeplinim
ultima conditie: sa revenim de unde am plecat.

Observam ca lantul porneste dintru-un nod de grad impar Si se termina in celalalt nod de grad impar. Asadar,
grafurile care admit lant eulerian care nu e Si ciclu trebuie sa aiba exact doua noduri de grad impar.

10
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Reprezentarea (memorarea) grafurilor neorientate

Sunt diverse modalitati de a stoca informatii despre un graf. Aici vom studia doua: matricea de adiacenta (cu
aplicabilitate mai degraba din punct de vedere teoretic) Si listele de vecini (modalitatea cel mai des folosita in
practica).

Matricea de adiacenta

Este o matrice patratica, de dimensiune nXn in care elementele au semnificatia:

1, daca existd muchie intre la i la j

0, daca nu exista muchie intre la i la j

Graf Matricea de adiacenta

101001

P O oOoOr O O
O O O OO
O O OO O
O O O O O
O O O O+ O
O O O O O O
O O O O o

lata cateva observatii / proprietati ale matricei de adiacenta in cazul grafurilor neorientate.

- Este simetrica fata de diagonala principala (a; ; = a;,;). Asta pentru ca muchia i,j este aceeaSi cu

rJ
muchia j,1.

- Pe diagonala principala toate elementele sunt 0 (nu putem avea muchie de la un nod la el insusi).

- Numarul de valori 1 de pe linia 1 (Si totodata de pe coloana i, matricea fiind simetrica) reprezinta
gradul nodului i.

- Indicii coloanelor unde pe linia i se afla valoarea 1 reprezinta vecinii nodului i.

- Observa@m c3 la matrice de adiacentd diferite corespund grafuri diferite. in plus, matricea de adiacenta
nu da informatii despre pozitia nodurilor in plan (spatiu) ceea ce in teoria grafurilor Stim ca nu este
relevant.

- Tntrucat matricea de adiacenta este simetrica fata de diagonala principala, sunt relevante doar
elemetele din unul dintre triunghiurile delimitate de diagonala aceasta. Sa il consideram, spre
exemplu, pe cel de sub ea. Avem acolo un element pe linia a doua (a,, ), doud pe linia a treia (a5 ; Si
as ;) ...n—1 elemente pe ultima linie. Suntin total 1+2+ ... +(n-1) = n- (n-1)/2 elemente
relevante care pot fi oricare dintre ele 0 Si 1. Stim c@ pe un Sir cu k pozitii binare avem 2* posibilitati

n-1

de a pune 0 Si 1, in cazul nostru avem 2" *~"/? variante de a construi o matrice de adiacenta deci

ajungem Si astfel la formula, dedusa mai sus in material, pentru numarul total de grafuri cu n noduri.

11
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Listele de vecini (de adiacenta)

Se pastreaza, pentru fiecare nod o structura liniara in care se memoreaza doar vecinii sdi. Pentru graful
reprezentat mai sus cu matrice de adiacentd, listele de vecini sunt:

Ls

n acest caz, gradul nodului i este dat de numarul de elemente ale listei i iar vecinii nodului 1 sunt chiar
elementele listei 1.

latd argumentele pentru care in practica listele de vecini sunt preferate.

- Memoria: Numarul de locatii necesare pentru matricea de adiacentd este n?, iar in cazul listelor de
vecini se ajunge lan- (n-1) doar in cazul grafului complet. Imaginati-va ca sunt mereu intalnite in
practica grafuri cu, sa spunem, 100000 de noduri $i 300000 —-400000 de muchii (exemplul care
imi vine intai in minte este cu o retea de drumuri intre localitati Si Stim ca fiecare localitate este legata
doar cu un numar mic de localitati vecine in mod direct, agsadar putem avea numar mare de localitati —
noduri — dar numarul de muchii s& nu mearga catre maxim). intr-un astfel de caz este imposibil de
folosit matricea de adiacentd, pe cand listele de vecini ar asigura numar de locatii necesare de ordin m
(2 - m mai exact in cazul grafurilor neorientate).

- Timpul: in lucrul cu grafuri, operatia de baza este identificarea vecinilor unui nod. La o reprezentare
prin matrice de adiacenta acest lucru implica n pasi pentru un nod (parcurgerea liniei sale din matricea
de adiacentd) si daca s-ar face operatia pentru toate nodurile (lucru necesar la parcurgerea grafurilor
DFS, BFS) s-ar ajunge la timp de ordin n?. in cazul memordrii cu liste de vecini, |a fiecare nod se
viziteaza exact vecinii sai (gasiti in lista), deci in total, pentru toate nodurile se ajunge la 2 - m pasi.

Tntrucat in cazul numarului mic de muchii atat ca memorie cat Si ca timp valoarea dominanta poate ramane
numarul de noduri, spune ca in cazul listelor de vecini atat timpul de executare cat Si memoria necesara sunt
de ordinul n+m.

Grafuri orientate

n cazul in care toate muchiile au asociate sageti, graful este orientat. Deci, subliniem, nu se pune problema ca
unele muchii sa aiba asociate sageti Si altele nu. Daca unei muchii dorim sa nu fi asociem sageti (sa o
consideram in ambele sensuri) punem de fapt doua muchii, una orientata intr-un sens Si una in celalalt.

De regula, in cazul grafurilor orientate este permisa prezenta mai multor muchii intre aceleasi doua noduri Si
in acelasi sens. Se spune ca avem de-a face cu un multigraf. Este permisa, de asemenea Si muchie intre un nod
Si el insusi, aceasta chemandu-se bucla.

Tn continuare, in acest material vom considera cé grafurile orientate cu care lucrdm nu sunt multigrafuri si nu
au bucle.

12
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Mai sus avem desenat un graf orientat care nu este multigraf Si care nu are bucle (nu este multigraf pentru ca
intre 3 Si 4 cele doua muchii sunt distincte, avand orientari diferite).

lata cateva diferente, ca terminologie, intre grafurile neorientate Si cele orientate.
(*) Se spune varfin loc de nod;
(*) Se spune arc in loc de muchie;

(*) Notiunea de grad se separa. Avem grad exterior al unui varf ca fiind numarul de arce care ies din acel varf si
grad interior ca fiind numarul de arce care intra in varf. Vom nota d" gradul exterior Si d™ gradul interior.

Avem astfel:

Subliniem aici un rezultat important: intr-un graf orientat suma gradelor exterioare este egala cu suma
gradelor interioare $i egala totodata cu numarul de arce.

d'(l) + d(2) + ... +d'(n) =d (1) +d(2) + ... +d(n) =m

Justificdm simplu acest rezultat daca ne gandim ca fiecare arc contribuie cu 1 la suma gradelor exterioare Si cu
1 la suma gradelor interioare.

(*) Avem aici notiunea de drum (in locul celei de lant de la grafurile neorientate). Drum reprezinta o secventa
de varfuri cu proprietatea ca oricare doua vecine formeaza un arc (in sensul de parcurgere).

- 1, 2,3, 6 este un drum (chiar elementar, gandindu-ne ca nu se repeta varfuri);
- 1,2,3,4, 3, 6 este un drum neelementar;
- 8,4,3,2,7nueste drum pentru ca nuavem arcde la 3 la 2 (avemde la 2 la 3);

(*) Un drum simplu, inchis se cheama circuit (echivalent pentru ciclu de la grafuri neorientate).
(*) Ca si la grafurile neorientate definim lungimea unui drum (circuit) ca fiind numarul de arce.

(*) Se definesc in mod similar notiunile de graf partial si de subgraf. Graf partial se obtine pastrand toate
varfurile Si o submultime a multimii arcelor iar subgraf se obtine pastrand o submultime a multimii varfurilor Si
doar arcele incidente lor.

CZ
(*) Un alt rezultat important este: cu n varfuri se pot forma 4 ". Ca Si in cazul grafurilor neorientate sunt
multiple feluri in care putem justifica asta. Putem tine minte usor formula gandindu-ne, de exemplu, astfel:
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2 . - " .
avem Cnmodun de a selecta o pereche de arce distincte. Intre o astfel de pereche (a, b) avem 4 moduri de a

alege cum trasdm arce: doar de la a la b, doar de la b la a, in ambele sensuri Si deloc.

(*) avem aici de a face cu notiunea de tare conexitate (Si, legata de ea, notiunea de componenta tare
conexa).

Un graf orientat este tare conex daca intre oricare doua varfuri exista drum, in ambele sensuri, Notiunea de
componenta tare conexa se defineste ca in cazul notiunii de componenta conexa la grafurile orientate: un
subgraf tare conex Si maximal cu aceasta proprietate (maximal in sensul ca daca s-ar extinde cu varfuri
subgraful, acesta n-ar mai fi tare conex).

Graful de mai sus nu este tare conex. Unul dintre motive este ca nu sunt drumuri care ajung in 8 (chiar daca
observam ca din 8 se poate ajunge in oricare dintre celelalte varfuri).

Totodata avem trei componente tare conexe:

- Subgraful formatcu 1, 2, 3, 4, 5, 7;
- Subgraful format din 6, 9;
- Subgraful format din 8;

(*) Modalitati de reprezentare

Pentru grafurile orientate putem utiliza cele doua modalitati de reprezentare prezentate in cazul grafurilor
neorientate: matricea de adiacenta Si listele de vecini.

Matricea de adiacenta

- Este patratica, de dimensiune nXn Si in care avem:

1, daca exista arcde la i la j

i,37

0, In caz contrar

- Conform definitiei de mai sus, nu mai este simetrica fata de diagonala principala;
- Numarul de valori 1 de pe linia i reprezinta gradul exterior al lui i;
- Numarul de valori 1 de pe coloana i reprezinta gradul interior al lui i;
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Pentru graful de mai sus avem urmatoarea matrice de adiacenta:

01010
00110
00010
01000
10010

Liste de vecini

Tn cazul de fata listele de vecini sunt de reguld liste de succesori. In functie de problema programatorul poate

alege sa foloseasca separat Si liste de predecesori.

Listele de succesori pentru graful a carui matrice de adiacenta este scrisd mai sus, sunt:

L, |2, 4
L, |4, 3
L 4
L, |2
L. |1, 4

Trebuie subliniat ca deseori se face (Si se accepta) abuz de limbaj cand vorbim de notiuni legate de grafuri:

spunem noduri, muchii, cicli Si in cazul grafurilor orientate.

Arbori

La pornirea discutiei despre arbori deseori se intdmpla ca elevii sa se gdndeasca la ceva ierarhizat pe nivele. Si

este adevarat, daca ne gdndim la arborii cu rédacina. insd vom porni discutia de la arbori oarecare, care nu au

nicio legatura cu asezarea.

Astfel, conform definitiei, un arbore este un graf conex si fara cicli.
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Avem mai sus un arbore oarecare.

Alaturi ce cele doua proprietati din definitie (graf conex si fara cicli), alte 4 prezentate in continuare reprezinta
rezultate foarte utile Si des folosite:

- Unarbore cu n noduri are n-1 muchii. Putem justifica simplu acest lucru prin inductie, daca plecam
de la un arbore cu doua noduri (Si 0 muchie), orice nod adaugat vine impreuna cu o muchie (cea cu
care il legam de arborele format deja anterior);

- Un arbore este conex la limita, adica oricare muchie am elimina dintre cele existente, se pierde
conexitatea;

- Un arbore este fara cicli la limita, adica orice muchie noud am trage intre nodurile existente, se
formeaza un ciclu;

- Intr-un arbore exista lant elementar unic intre oricare doua noduri.

Arbori cu radacina

Modul cel mai simplu de a explica ce inseamna arbore cu radacina este sa ne gandim ca pornim de la un
| “agatam

” L
I

arbore oarecare si ntr-un nod, imaginandu-ne ca muchiile Si nodurile celelalte “cad”.

De exemplu, “agatand” arborele anterior in nodul 6, acesta ar arata:

Acest arbore nu il vom mai privi acum ca pe unul oarecare: el este arbore cu radacina.
Terminologie:

- Nodul din vérf se cheama radacina (6 in exemplul nostru);

- Descendentii directi ai unui nod se cheama fii ai acelui nod (5 si 7 sunt fii ai lui 6 iar 4, 3, 10 sunt fii ai
lui 5);

- Daca i este fiu al lui  atunci spunem ca j este tata al lui 1;
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- Toate nodurile unui arbore au cate un tatd, mai putin radacina, care nu are;

- Nodurile care nu au fii se cheama frunze (8, 9, 10, 1 si 2 din exemplul nostru);

- Uneori la fii li se mai spune descendenti directi ai unui anume nod iar termenul descendenti (fara
directi) se refera la toate nodurile din subarborele unui anume nod (de exemplu 4, 3, 10, 8, 9 sunt
descendenti ai lui 5);

- Ascendenti ai unui nod sunt considerate nodurile aflate pe lantul elementar unic de la acel nod la
radacina (de exemplu, ascendentii lui 3 sunt 5 Si 6);

- Tndltimea unui arbore este reprezentata de lungimea maxima a unui lant de la radacina la o frunza; in
arborele de mai sus avem inaltimea 3, obtinuta considerand lantul spre frunza 8 sau pe cel spre frunza
9;

- Nodurile aflate la aceeasi distanta fata de radacina se afla pe acelasi nivel. De exemplu, radacina
(nodul 6) este pe nivelul 0, iar nodurile 4, 3, 10, 1 Si 2 sunt pe nivelul 2.

Reprezentarea arborilor cu radacina.

n general, metodele folosite la reprezentarea grafurilor se pot utiliza Si la cazurile particulare de grafuri care
sunt arborii. De exemplu reprezentarea cu liste de vecini a unui arbore oarecare este o alegere foarte buna,
facandu-se economie de memorie in comparatie cu reprezentarea arborelui prin matrice de adiacenta
(arborele are numar de muchii de ordin n, mai exact n-1 iar matricea de adiacenta va avea cele mai multe
dintre cele n” elemente, egale cu 0).

Pentru arborii cu radacina exista Si o modalitate de reprezentare care le pune foarte bine in evidenta
structura. Aceasta se foloseste de faprul ca fiecare nod are un singur tata, pastrand doar un vector in care pe
pozitia 1 se afla tatal nodului 1 (sau un semn, de reguld 0, deca i este radacina). O astfel de structura se
cheama vector de tati.

Pentru arborele cu radacina de mai sus, vectorul de tati este:

Indice 1121 31| 4 5 o | 7 8 9 10
(nod)
T [nod] 7171 5|5 6] 0 o | 4 3 5

lata cum extragm din vectorul de tati informatii despre arbore.

- Operechedeforma (i, T[1]), cu T[1] nenul, reprezintd o muchie. Obtinem astfel cele n—1 muchii
ale arborelui.

- Este o singura valoare 0 in vector, cea corespunzatoare pozitiei care indica radacina.

- Elementele care nu apar in vectorul de tati sunt frunzele.

- Uncoddeforma:while (x) {scrie x; x = T[x];} oferdlantul dela nodul x la radacina.

Probleme rezolvate
Parcurgerea lor are un rol deosebit in aprofundarea si legarea notiunilor despre grafuri.

1. Aratati ca urmatorul Sir de numere nu poate reprezenta valorile gradelor nodurilor unui graf
neorientat: 2, 3, 1, 4, 3, 2.

Rezolvare
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Suma acestor valori este un numar impar iar noi Stim ca suma gradelor nodurilor unui graf este o valoare para
(dublul numarului de muchii).

2. Se considera un graf neorientat cu 20 de noduri $i 33 de muchii. Care este numarul maxim de
componente conexe pe care poate sa le aiba un astfel de graf?

Rezolvare

Ne imagindm c& pornim cu 20 de noduri izolate, adicd 20 de componente conexe. intre aceste noduri vom
duce cele 33 de muchii una cate una. Pot sa apara doua cazuri:

- La muchia curentd, daca ea este dusa intre doua noduri din aceeasi componenta conexa, numarul de
componente conexe ramane nemodificat.

- Daca o ducem intre noduri aflate in acel moment in componente conexe diferite, vom reuni practic
cele doud componente conexe in una singurd, deci numarul de componente conexe scade cu 1.

Asadar, dorim sa ducem un numar maxim de muchii intre noduri aflate la momentul respectiv in aceeasi
componenta conexa.

Daca la un moment dat avem un subgraf complet cu x noduri (Si restul noduri izolate — pornirea este pentru
x=1), pentru a duce urmatoarea muchie avem douad variante:

- Ducem muchia intre doua noduri izolate;
- Ducem muchia intre un nod izolat Si un nod din subgraful complet;

in ambele moduri numarul de componente conexe scade cu 1. Dacé alegem ins& s& ducem ca in primul caz,
vom mai forma un subgraf complet (cu doua noduri) deci urmatoarea alegere nu se poate face in cadrul
aceleiasi componente conexe (implicit la ea va scadea iarasi numarul de componente conexe) pe cand daca
alegem sa procedam ca in cazul 2, urmatorele x—1 muchii se duc intre nodul ales Si celelalte noduri din
componenta conexa, deci fiecare dintre ele este dusa fara sa scddem numarul de componente conexe.

Tn concluzie, incercdm s& facem un subgraf complet cat mai mare cu muchiile avute la dispozitie.

Cea mai mare valoare x - (x-1) /2 mai mica sau egald cu 33 este 28 (pentru x=8). Asadar, consumam 28
de muchii cu 8 noduri intre care ducem muchii in toate modurile posibile. Alegem apoi al 9-lea nod pe care il
unim cu 5 din cele 8, consumand toate muchiile Si obtindnd o componenta conexa cu 9 noduri siinca 11
noduri izolate. Tn total, deci, 12 componente conexe.

3. Consideram un graf cu 20 de noduri i 33 de muchii. Care este numarul maxim de noduri izolate pe
care le poate avea avesta ?

Rezolvare
Facem un rationament identic cu cel de la problema anterioara. Rarpuns: 11.

4. Se considera un graf conex cu 100 de noduri $i 1000 de muchii. Care este numarul de muchii care
trebuie eliminate asa incat graful obtinut sa fie arbore.

Rezolvare

Un arbore cu 100 de noduri are 99 de muchii. Raspunsul este 1000-99 = 901.
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5. Care este gradul maxim posibil pentru un nod al unui arbore cu 20 de noduri.

Rezolvare

Arborele are un nod unit cu toate celelalte. Asadar 19 este raspunsul. Acesta se mai numeste graf stea.
6. Care este gradul minim posibil pentru un nod al unui arbore cu 20 de noduri.

Rezolvare

Raspunsul este 1. Tn orice arbore are cel putin un nod de grad 1, altfel sigur ar apérea cicli.

7. Care este numarul de muchii ce trebuie eliminate dintr-un graf complet cu 10 noduri asa incat acesta
sa fie arbore ?

Rezolvare

Graful complet cu 10 noduriare 10-9/2 = 45 de muchii. Un arbore cu 10 noduri are 9 muchii. Raspunsul
este 45-9 = 36.

8. Pentru graful din figura, care este numarul minim de muchii ce trebuie duse incat el sa devina eulerian
?

Rezolvare

Graful este conex Si singurele noduri de grad impar sunt 3 si 4. Ideal era sa nu fie muchie intre ele si atunci am
fi dus aceasta muchie Si deveneau toate nodurile de grad par, deci rezolvam problema cu rezultat 1. Tnsa noi
avem muchie, deci 1 nu poate fi rezultatul. Acum ne gandim sa gasim un nod intermediar x, sa ducem muchie
intre 3 Si x apoi intre x i 4. 1nsa toate nodurile sunt legate fie de 3 fie de 4. Ne ddm seama c& putem
generalizam adica daca am duce un lant elementar de la 3 la 4, cu diverse noduri intermediare, la nodurile din
interiorul lantului gradul ar creste cu 2, deci nu li s-ar modifica paritatea gradului iar la cele doua extremitati,
care ne intereseaza pe noi, gradul devine par. Deci acum o sa cautam lant de la 3 la 4 cu doi intermediari, deci
de lungime 3 sigasim: 3, 6, 5, 4. Asadar raspunsul este 3.

9. Care este numarul de cicluri elementare ale grafului din figura de mai jos ?
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Rezolvare

Tn astfel de situatii se recomandé& s numaram ciclii dupa lungimi: de lungime 3, avem trei cicli (1,2,5,1),
(1,2,4,1) si(1,3,4,1), de lungime 4 avem doi cicli (1,5,2,4) si (1,2,4,3) Si unul de lungime 5 (1,5,2,4,3,1).n
total 6.

10. Se considera un graf neorientat cu 5 noduri $i 9 muchii. Care dintre urmatoarele poate fi sirul gradelor
nodurilor grafului?

4,2,6,4,2 Nu, pentru ca fiind 5 noduri gradul maxim al vreunuia poate fi pana la 4, ori in acest Sir
avem Si valoarea 6.

2,2,1,2,2 Nu, pentru ca suma gradelor ar fi un numar impar, lucru imposibil.

4,4,4,4,4 Nu, pentru ca suma gradelor este 20, Si ea ar trebui sa fie dublul numarului de muchii,
deci 18.

4,3,3,4,4 Da.

11. Cate lanturi elementare distincte, cu 4 noduri, are un graf complet cu 10 noduri?
Rezolvare

Avem combinari de 10 luate cate 4 moduri de a alege componenta lantului. La fiecare alegere avem 4 factorial
moduri de a aseza in ordine cele 4 elemente alese. Dar la fiecare astfel de permutare exista Si cea oglindita

s . LAy A -
care reprezinta acelasi lant. Avem deci: C10 * = solutii.

12. Care dintre urmatorii reprezinta vectori de tati valizi pentru un arbore cu radacina?

01113333 Da, este arborele cu radacina 1, acesta are fii pe 2, 3, 4 iar 3 are fii celelalte noduri.

011022 Nu, intrucat nu putem avea mai mult de o radacina, deci vectorul de tati nu poate
avea doua valori 0.
0 321414 Nu. Aici avem o singura valoare 0, dar apare urmatoarea situatie: 3 are ca tata pe 2

Si 2 are ca tata pe 3. Imposibil.

13. Considerdm un arbore cu radacind in care fiecare nod poate avea 0, 1 sau 2 fii. Stiind c& acest arbore
are exact 100 de noduri cu 2 fii, cate frunze are el ?

Rezolvare

De multe ori se intampla ca primul raspuns primit sa fie: “nu sunt informatii suficiente”. Rationamentul care
duce la solutie este urmatorul: Daca avem x frunze Si pe una dintre ele o anuldm, ducandu-i un singur fiu,
apare acel fiu ca frunza si dispare cea aleasa deci numarul de frunze ramane constant. Daca pe una o anul@m
Si fi ducem doi fii, numarul de frunze creste cu 1 (apar doud, dispare una). Deci daca ne imaginam ca pornim
de la un singur nod (pe care in spiritul problemei i putem considera frunza), avem o frunza si 0 noduri cu doi
fii. Cum la fiecare nod cu doi fii apare o frunza in plus, rezultatul final va fi 101. Observam ca acesta nu
depinde de numarul total de noduri ale grafului.
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