prof. Marius Nicoli

Programare dinamica
pentru nivelul incepator si mediu

Programarea diamica este o tehnica (metoda) de programare. Acest lucru inseamna ca sunt
probleme care daca indeplinesc anumite conditii se pot incadra ca rezolvabile cu aceasta
tehnica.

La problemele de programare dinamica se cere de regula un optim.

X1

“Sa se determine costul minim pentru a realiza o anumita sarcina

Daca reusim sa exprimam sarcina in functie de alte sarcini mai simple rezolvabile anterior,
intr-un mod aciclic, atunci problema este candidata de a fi rezolvabila cu programare dinamica.

Cand spunem “sarcini rezolvabile una din alta intr-un mod aciclic’ ne gandim ca daca o sarcina
A se poate rezolva daca avem rezolvata deja o alta sarcina B, sa nu fie nevoie ca sarcina B sa
aiba nevoie direct sau indirect de sarcina 2.

Ideea anteriora, a aciclicitatii dependentelor, este fundamentalad cand vorbim de programare
dinamica.

Astfel daca sarcina de rezolvat este un element al unui sir, adesea se cauta o formula de
recurenta in care elementul sirului se scrie in functie de alte elemente ale sirului (sarcinile de
care depinde cea de rezolvat). Aceasta recurenta este aceeasi la fiecare element al sirului si
apoi ne mai raméne sa calculam aceste elemente cu o repetitie in ordinea dependentelor.
Bineinteles, este nevoie de etapa de initializare, adica pentru primele elemente, care nu au de
cine sa fie exprimate recurent anterior, sa identificam valorile lor. Exact ca la relatiile de
recurenta.

Totodata, ce am descris anterior respecta principiile recursivitatii, adica, pentru a rezolva sarcina
curenta putem apela recursiv in sarcinile de care depinde. Este insa esentiala memorizarea.
Adica, daca facem recursiv, odata ce rezolvam o sarcind, notam valoarea ei intr-o structura, iar
daca vreun alt apel recursiv are nevoie de acea valoare, sa verifice mai intai in structura.

De regula putem imparti problemele de programare dinamica in doua:

- Probleme de optim (sa se determine costul minim pentrui a realiza o anumita sarcina).
- Probleme de numarare (sa se determine in cate moduri putem realiza o anumita
sarcina).

In toate cazurile, avem nevoie de o structura (vector, matrice) in elementele careia sa calculam
rezultatele sarcinilor. Adica fiecare sarcina sa aiba un element al structurii in care se stocheaza
valoarea sa dupa ce de calculeaza.

Practic, pasii de rezolvare a unei probleme cu programare dinamica sunt:
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1. ldentificam starile (sarcinile) apoi stabilim structura in care calculam informatiile despre
stari (aici este esential sa definim riguros, anterior, semnificatia elementelor stucturii).

2. Stabilim care sunt elementele de inceput ale structurii, adica acelea a caror valoare o
calculam direct, dar si care este elementul structurii care reprezinta starea finala, cea
asociata cu cerinta problemei.

3. Cautam o relatie de recurenta intre elementele stucturii.

4. Transcriem in program relatia de recurenta.

Adesea pasul 4 este cel mai simplu, iar o sursa de programare dinamica este de obicei scurta.
Dar tocmai pasii anteriori necesita un efort mare de analiza si gandire. Daca ne dam seama ca
semnificatia pe care am dat-o elementelor stucturii nu ne duce si la gasirea unei relatii de
recurentd, va trebui sa cautam alta structura, sau altd semnificatie. Modalitati de a alege
aceasta semnificatie vom discuta la concret in timp ce vom prezenta problemele rezolvate.

. Probleme la care optimul curent depinde de un numar
constant de optime anterioare.

Chiar daca am numit capitolul folosind termenul de “optim”, vom incadra aici si multe probleme
de numarare.

Subsecventa de suma maxima.
Enunt

Avem un sir de numere (intregi) si dorim sa gasim o secventa de elemente a caror suma sa fie
cat mai mare.

Analiza si solutii

Deseori la problemele rezolvabile prin dinamica se cauta mai intai o solutie greedy. Aici vom
prezenta si demonta o idee pe care am observat ca o spun repede multi elevi: cautam secvente
maximale de elemente pozitive si determinam suma celei mai mari. Dar nu este suficient, pentru
ca putem avea, de exemplu, intre doua astfel de secvente o suma de elemente negative mai
mica (in modul) decét fiecare dintre cele doua pozitive si atunci e de preferat sa luam o
secventa cu toate (cevade genul: 2 7 -1 -3 2 3 2;aici suma tuturor este mai mare decéat
suma din fiecare dintre secventele de elemente pozitive).

Aceasta problema are in primul rand o solutie de complexitate n’: fixam toate secventele
posibile cu doua foruri (unul pentru inceputuri si unul pentru finaluri) si apoi facem un al treilea
for pentru a calcula suma dintre cei doi indici fixati.

Exista si solutie cu timp de calcul de ordin n” (pe masura ce avansam cu al doilea for extindem
secventa de la pasul anterior - cu acelasi inceput fixat de primul for). Sau cu sume partiale:
folosim primele doua foruri ca la solutia in n” si inlocuim al treilea for cu o diferenta de sume

partiale.
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Solutia cu programare dinamica are complexitate de ordin n, si se obtinem astfel:

Intr-un vector s, cu aceeasi dimensiune ca si vectorul dat v, calculam S [1] = suma maximé a
unei secvente cu finalul exact la pozitia i.

Observam ca pentru a calcula valoarea s [i] avem doua variante:

- Fielipimpe V[1i] la o secventa terminata la pozitia anterioara (si acum este evident ca
ne convine sa consideram cea mai buna secventa terminata la pozitia anterioara, si ne
ajuta faptul ca aceasta este dejain S[1-17, deci, cantitatea pe care o vom lua in calcul

vafis[i-1] + VI[i])
- Fie incepem o noua secventa cu V[i].

Includem oricum pe vV [i] intrucat, conform definitiei lui S[1], trebuie sa avem o secventa care
il contine pe v[i].

Deci s [1] depinde doar de elementul din S de pe pozitia anterioara. Astfel, la inceput trebuie
sa cunoastem doar pe S [1]. Care evident, conform definitiei este chiar v[1].

Implementarea ar fi asa:

S[1] = VI[1];
for (i=2;i<=n;i++)
if (S[i-1] + V[i] > VI[i])
S[i] = S[i-1]+V[i];
else
S[i] = VI[i];

Noi trebuie sa afisam maximul din S. Astfel obtinem valoarea seventei de suma maxima. Daca
retinem si pozitia maximului din S avem deci si finalul secventei de suma maxima.

Fiind la inceput, e util sa identificam formal cum am identificat la aceasta problema cei 4 pasi
despre care am spus anterior ca este o buna practica sa ii urmarim:

Identificam starile apoi stabilim structura n
care calculam informatiile despre stari (aici
este esential sa definim riguros, anterior,
semnificatia elementelor stucturii)

S[1] = suma maximéa a unei secvente cu finalul
exact la pozitia 1

Stabilim care sunt elementele de inceput S[1] =VI[1] este initializarea

ale structurii, adica acelea a caror valoare | Maximul din S este rezultatul cerut.
o calculam direct, dar si care este
elementul structurii care reprezinta starea
finala, cea asociata cu cerinta problemei
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Cautam o relatie de recurenta intre S[i] = maxim(S[i-1]+V[i], VI[i])
elementele stucturii

Transcriem in program relatia de recurenta | Codul anterior.

Alegereaintre S[1-1]1+V[1i] siV[i] mai poate avea semnificatia: Dacd suma maxima de la
pasul anterior este pozitiva, lipim pe V[i] la ea, altfel, ne convine sa il luam pe v [i] singur.

O alta analiza care trebuie facuta este cea despre memorie: pentru cetinta enuntata chiar ne
trebuie vectorul s7?

Observam ca un element din S se determina folosind elementul anterior. Astfel, am putea folosi
doar doua varicbile sCurent Si sAnterior siavea:

sAnterior = V[1];

for (i=2;i<=n;i++) {
sCurent = max (sAnterior + VI[i], VI[i])
sAnterior = sCurent;

Sau chiar o singura variabila s care se actualizeaza:

s = VI[1];
for (i1=2;i<=n;i++) {
s = max(s + V[i], V[i])

Recomandam implementarea algoritmului pe infoarena, unde se cere si identificarea pozitiei
subsecventei de suma maxima:

https://infoarena.ro/problema/ssm

Alte probleme care se rezolva folosind subsecventa de suma maxima
Buline (https.//www.infoarena.ro/problema/buline)

Pe scurt, aceasta problema cere determinarea subsecventei de suma maxima pe un sir circular
de numere intregi.

Considerand sirul circular memorat intr-un tablou unidimensional cu n elemente (in care
elementele de pe pozitiile 1 si n sunt “vecine”), observatia estentiala este ca subsecventa de
suma maxima poate fi:

- Undeva intre pozitiile 1 si n ca si cum sirul nu ar fi considerat circular (aceasta se
identifica folosind algoritmul obisnuit)


https://infoarena.ro/problema/ssm
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- Sainceapa spre finalul sirului si sa se continue cu inceputul. In acest caz, restul
elementelor, de prin mijloc, trebuie sa formeze o secventa de suma cat mai mica.
Asadar, in acest caz avem de determinat subsecventa de suma minima pe sirul dat,
neconsiderat circulat. Rezolvarea este la fel ca si cea pentru subsecventa de suma
maxima.

JocTV (https.//www.infoarena.ro/problema/joctv)

Pentru o matrice patratica de dimensiune n, cu elemente intregi, avem de determinat o
submatrice de suma maxima. Vom prezenta o rezolvare cu timp de calcul de ordin n°>.

Fixam in toate modurile linia de sus si linia de jos a submatricei candidat. Aceasta necesita
doua foruri si avem deci timp de calcul de ordin n” pentru asta.

Acum avem de determinat coloana stanga si cea dreapta. Consideram un vector, care are cate
un element pentru fiecare coloana, astfel:

C[i] = suma elementelor de pe coloana i, aflate intre cele doua linii fixate.

Pentru a construi rapid vectorul C pentru fiecare pozitionare de linii LiniaSus/liniaJos,
putem face de la inceput sume partiale pe coloane, si cand acem nevoie, obtinem repede C[1]
= Splliniados][i] - SplliniaSus-1]T[1i].

Odata acest vector construit, suma unei secvente din el este de fapt suma unei submatrice care
are coloana din stanga pe pozitia de inceput a secventei si coloana din dreapta pe pozitia de
final a secventei. Asadar ne intereseaza subsecventa de suma maxima din acest vector.

Alte probleme care folosesc subsecventa de suma maxima:

Sotron (https://www.infoarena.ro/problema/sotron)

Peri (http.//campion.edu.ro/arhiva/index.php ?page=problem&action=view&id=935)

Probleme de numarare

Aceste probleme cer sa determinam numarul de elemente pentru multimi cu anumite proprietati.
De multe ori pentru aceste probleme solutia este o formula. Ins& nu tot timpul acest lucru este
posibil si in acest caz cunoasterea unei abordari prin programare dinamica poate fi solutia.

lata un exemplu:

a) Sa se determine cate siruri avem cu proprietatile:
- Au lungimea o valoare n data
- Aucaelemente 0, 1, 2


https://www.infoarena.ro/problema/joctv
https://www.infoarena.ro/problema/sotron
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=935
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b) Sa se determine céate siruri avem cu proprietatile:

- Au lungimea o valoare n data

- Aucaelemente 0, 1, 2

- Nu putem avea 0 si 1 vecine

c) Sa se determine cate siruri avem cu proprietatile:

- Aulungimea o valoare n data

- Aucaelemente 0,1, 2,...,9

- Se mai cunosc anumite perechi de cifre i,j care nu pot fi vecine

Problema a) are clar solutia 3".
O alta solutie care duce la acest rezultat se obtine cu urmatorul rationament.
Notam cu D[1] = céte siruri de lungime i, cu 0, 1, 2 putem avea.

Fiecare sir de lungime i-1 se poate transforma in trei moduri diferite intr-un sir de lungime i
(un mod adaugandu-i la final un 0, alt mod adaugandu-i la final un 1 si alt mod adaugandu-i la
final un 2). Dar noiavem D[i-1] siruri de lungime i-1 si am aratat ca fiecare produce 3 siruri
diferite de lungime i. Asadar:

D[i] = D[1i-1]1*3

Ce avem este tocmai o recurenta care necesita un termen anterior.
Ne mai trebuie elementul de la inceput: D[1] = 3 (sunt 3 siruri de lungime 1).
Avem asadar tot ce trebuie pentru o solutie de programare dinamica:

cin>>n;

D[1] = 3;

for (i=2;i<=n;i++)
D[i] = D[i-1]%*3;

cout<<D[1];

Noi de fapt inmultim 3 cu el insusi de n ori, asadar ajungem la formula depistata de la inceput
3

Si aici observam ca nu este necesar tot vectorul D, ci o singura variabild pe care doar o
actualizam.

Problema b)

Aici avem constrangerea ca nu putem avea 0 si 1 vecine. Dacd avem D[i-1] siruri corecte de
dimensiune i-1, acum nu mai este clar ca din fiecare astfel de sir putem obtine 3 diferite (de
exemplu, dintr-un sir de lungime i-1 terminat cu 3 putem obtine 3 diferite de lungime i, ca
putem adauga dupa 2 oricare dintre cele 3 cifre, dar daca sirul se termina cu 0 sau cu 1, avem
doar doua cifre pe care le putem adauga).
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Din analiza anterioara rezulta ca nu este suficient sa tinem D[1] cu semnificatia de mai sus, ci
sa despartim in 3 structuri:

z [1] = numarul de siruri de lungime i terminate cu 0
U[1]1 = numarul de siruri de lungime i terminate cu 1
D[i] = numdrul de siruri de lungime i terminate cu 2

Astfel:

z[i] = Z[i-1] + D[i-1] (obtinem sir de lungime i terminat cu 0, adaugand un 0 la finalul
unui sir terminat cu 0 sau terminat cu 2)

U[i] = U[i-1] + D[i-1] (obtinem sir de lungime i terminat cu 1, adaugand un 1 la finalul
unui sir terminat cu 1 sau terminat cu 2)

D[i] = Z[i-1] + U[i-1] + D[i-1] (obtinem sir de lungime i terminat cu 2, adaugand
un 2 la finalul unui sir terminat cu 0 sau terminat cu 1 sau terminat cu 2)

La inceput ne trebuie: z[1] = 1;U[1] = 1;D[1] = 1;
Solutia finald este Z [n]+U[n]+D[n]

O modalitate mai eleganta de scriere a codului si care este un pas pentru generalizare
(necesara la problema c)) este urmatoarea:

Folosim o matrice cu 3 linii si n coloane (linia 0 este pentru siruri terminate cu 0, linia 1 pentru
siruri terminate cu 1, linia 2 pentru siruri terminate cu 2) .

Astfel: D[c]1 [1]1 = numarul de siruri de lungime i terminate cu cifra c.

for (c=0;c<=2;c++)

Dlc][1] = 1;
for (i=2;i<=n;i++) {
D[O][1] = D[O][1-1]1+D[2][1i-11;
D[1][i] = D[1][i-11+D[2][1i-117
D[2][1] = D[O][1-1]+D[1][i-1]1+D[2][i-1];

Solutiaeste D[0] [n] + D[1][n] + D[2]I[n];

Am putea face economie de memorie, observand ca pentru calcului celor 3 valori de la pozitia i
sunt necesare doar cele 3 valori de la pozitia 1-1.

Problema c)

Presupunem ca aici avem la intrare o matrice ¢, de 10x10incareC[i] [j] = 1 daca cifrele
i si j nu pot fi vecine.
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in acest caz, avem de asemenea nevoie sa cunoastem céte siruri de lungime i avem, dar i
cifra in care se termina (pentru a sti ce este permis sa adaugam).

Este dificil acum sa luam 10 variabile diferite, ca la prima varianta a solutiei anterioare (adica ar
fi complicat de codat) si ne ramane doar varianta cu o matrice cu 10 linii astfel:

D[c] [1i] =numadrul de siruri de lungime i terminate cu cifra c.

for (c=0;c<=9;c++)
Dlcl[i] = 1;
for (i=2;i<=n;i++) {
for (c=0;c<=9;c++) {
/// aici dorim s& determindm D[c][i].
/// Avem deci de addugat cifra c¢ la finalul unui
/// sir de lungime i-1. Aici ne folosim de
/// matricea C pentru a identifica
/// cifre cif dupd care poate fi pusd cifra c

D[c][1] = 0;
for (cif=0;cif<=9;cif++)
if (Clcifl[c] == 0)

D[c][i] += D[cif][i-1];

Suma de pe ultima coloana a matricei D este solutia problemei.

O problema pe ideea de mai sus este aceasta: https://www.infoarena.ro/problema/nrcuv

De asemenea: https://www.infoarena.ro/problema/div3

La problema a) a fost evident ca putem gasi o formula pentru rezultat, mai ales uitandu-ne la
faptul ca rezultatul depinde de un singur numar, n.

La problema b) a mai fost si o constrangere si atunci gasirea unei formule incepe sa devina
complicata. Totusi, si aici se poate, noi depindem doar de n si de o singura constrangere.

La problema c) insa, avem péna la 100 de constrangeri asa ca numarul de parametri de care ar
depinde formula este foate mare. in acest caz solutia ramane doar dinamica.

Ca si concluzie despre problemele de numarare, daca avem doar putini parametri de care
depinde rezultatul, avem toate sansele sa gasim o formula, avand apoi si varianta implementarii
acesteia folosind notiuni de combinatorica. Daca insa rezultatul depinde de multi parametri, cum
ar fi configuratia unei structuri cu multe stari, nu are sens sa cautam formule.

Solutiile prezentate au timpul de calcul de ordin n, inmultit cu o constanta care depinde de
numarul de constrangeri.


https://www.infoarena.ro/problema/nrcuv
https://www.infoarena.ro/problema/div3
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Observatie. Unele dintre problemele de numarare de acest tip se pot rezolva folosind
exponentierea de matrice, inlocuind factorul 1iniar o (n) cuunul logaritmic o (logn).
Aceasta tehnica nu face obiectul acestei prezentari.

O alta idee de baza care trebuie urmarita la problemele de numarare. Trebuie sa ne asiguram
de doua lucruri:
- Sa numaram toate solutiile;
- Sa nu numaram o solutie de mai multe ori sau sa ratdm numararea unora, sau chiar sa
numaram solutii incorecte;

De exemplu, la problema b) noi putem avea siruri terminate cu 0, 1, 2 si avem grija sa le luam
in calcul pe toate. Deci numaram tot. Pe de alta parte, dintr-un sir dat, daca punem la final valori
diferite, obtinem solutii diferite. Deci nu numaram de mai multe ori acelasi lucru.

Un alt lucru esential in care gandim problemele de dinamica: noi tinem date despre o stare si ne
gandim ca la pasul urmator mai adaugam ceva pentru a obtine alta stare. Asa ca mai mereu
spunem “care se termina cu: ...” - pentru a avea informatii despre cum putem obtine noua
stare prin adaugare.

La problemele de numarare se intAmpla adesea ca rezultatul sa fie o valoare mare. Astfel,
trebuie sa estimam care este tipul de date necesar pentru a memora corect valoarea lui. Uneori
ne putem da seama ca nu avem un tip de date dedicat memorarii rezultatului si atunci trebuie
sa implementam operatii pe numere mari. In unele cazuri enuntul ne ajuta sa evitam operatii cu
numere mari, indicand ca rezultatul sa se afiseze “modulo o valoare precizata”. In acest ultim
caz va trebui sa cunoastem regulile de aritmetica modulara (referindu-ne pe scurt la cest lucru,
spunem doar ca partea putin mai dificila este la impartire, cand trebuie sa calculam “invers
modularul”, in rest este in general suficient sa aplicam operatorul “modulo” dupa fiecare
operatie).

Scara

Avem o scara cu n trepte si suntem jos (freapta 0). La un pas pot urca una sau doua trepte. Se
cere sa determindm cate moduri distincte de a urca scara sunt. Daca vom codifica o modalitate
de urcare printr-un sir de 1 si 2 conform ordinii in care facem pasii, doud modalitéti diferd daca
exista cel putin o pozitie pe care valorile din cele doué& codificari diferéa.

Vom calcula: D[1] = in cate moduri pot ajunge pe treapta i.
- Pot ajunge acolo de pe treapta i -1 urcand o treapta deodata. Fiecare mod de a ajunge
pe treapta i-1 devine un mod de a ajunge pe treapta 1.
- Pot ajunge acolo de pe treapta i-2 urcand doua treapte deodata. Fiecare mod de a
ajunge pe treapta i-2 devine un mod de a ajunge pe treapta i.

Astfel:
D[i] = D[i-1]+D[i-2]
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in acest caz este nevoie s& cunoastem doud valori la inceput (recurenta foloseste doi termeni
anteriori).

D[1] 1 (urc direct o treapta)
D[2] 2 (o varianta este sa fac direct un pas de doua trepte iar cealalta este sa facem
succesiv doi pasi de cate o treapta).

Problema este echivalenta cu a determina toate modurie de a scrie numarul n ca suma de
termeni 1 si 2, unde ordinea termenilor conteaza.

N =5
11111, 1112,1121,1211, 122, 2111, 212, 221

Pe scurt, problema cere sa determinam termenul n din sirul lui Fibonacci.

Sumele partiale

Folosim des tehnica “sumelor partiale” pentru a face precalculari utile mai departe in optimizare.
Aceasta tehnica poate fi prezentata si folosind principiile programarii dinamice:

Pentru un sir v cu n elemente, notam S [1] = suma primelor i elemente din s. Calculand
elementele lui S Tn ordinea crescatoare a indicilor, pentru a obtine S[i] ne folosimde S[i-1]
(care deja memoreaza suma primelor i-1 elemente), la care adunam v [i].

Astfel avem recurenta cunoscuta:

S[1] = VI[1];
S[i] S[i-11 + V[il];

Maxime partiale

Chiar determinarea maximului dintr-un vector, pot fi interpretata si prin prisma programarii
dinamice.

Noi determinam maximul dintr-un vector, in mod traditional astfel:

maxim = v[1];
for (i=2;i<=n;i++)
if (v[i] > maxim)
maxim = v[i];

Am putea privi lucrurile si astfel: notam M[i] = cel mai mare dintre primele i elemente ale
vectorului. Valoarea M[1i] se calculeaza in functie de elementul curent, V[i] sideM[i-1],
tocmai calculat la pasul anterior.

10



prof. Marius Nicoli

M[1] = v[1];
for (i=2;i<=n;i++)
M[i] = max(v[i], M[i-11)

Codul initial este doar optimizarea de memorie, adica nu mai este necesar vectorul M si
suficientd o singura variabila, maxim.

Sume partiale pe matrice

Extinderea la doua dimensiuni a sumelor partiale pe vector presupune ca intr-o matrice A sa
calculam:

S[i]1[3j]1 =suma din submatricea cu coluri opuse (1,1) (i,7). S se calculeaza clasic, crescator
dupa linii si apoi crescator dupa coloane, astfel:

S[i103] = S[(i-11(3] + S[i][J-1] - S[i-11[3-1]1 + A[i][3];

Probleme pe matrice

Clarire (https://www.pbinfo.ro/probleme/393/cladire1)

Avem o matrice cu n linii $i m coloane. Unele celule sunt blocate si le marcam cu 1. S& se
determine in cate moduri putem face un traseu din coltul (1,1) in coltul (n,m) care sa treaca
doar prin celule libere si in care fiecare pas se poate face in celula vecina din dreapta sau de
jos (daca aceasta este libera).

Calculam D[i] [3]1 = numarul de moduri prin care ajung in linia i, coloana 5, pornind din

(1,1).
D[i][J] = O, daca este inaccesibila celula i,
D[i][3j] = D[i-1][3] + D[i][j-11, In caz contrar

Interpretarea formulei de mai sus este:
Orice mod de a ajunge in i-1,7 se transforma intr-un mod de a ajunge in 1,3
Orice mod de a ajunge in i,7-1 se transforma intr-un mod de a ajunge in i,j

Initializare:
D[1][1] = 1;
Solutiaestein D[n] [m]

#include <fstream>
#define MOD 9901
#define DIM 1002
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using namespace std;
ifstream fin ("cladirel.in");
ofstream fout ("cladirel.out"):;

int A[DIM] [DIM];
int D[DIM] [DIM];
int n, m, b, k, i, J;

int main () {

fin>>n>>m;

fin>>b;

for (k=1;k<=b;k++) {
fin>>i>>j;
A[i][§] = 1;

}

D[1][1] = 1;

for (i=1;i<=n;i++) {
for (J=1;j<=m;j++) |

if (1 == 1 && 3 == 1)
continue;
if (A[1][3] == 1)
D[i][J] = 0;
else
D[i][J] = (D[i-1]1[3j] + D[i][j-1]) % MOD;

}
fout<<D[n] [m];

Pentru a evita cazuri particulare consideram ca elementele din D de pe linia 0 si cele de pe
coloana 0 sunt egale cu valoarea 0.

Astfel calculez matricea D cu doua foruri.

Optimizare de memorie: la linia curentd din D am nevoie doar de linia anterioara din D si astfel
pot tine doar doi vectori, 1iniaCurenta si liniaAnterioara.

Astfel, la pasul i, calculez orice element § din 1iniaCurenta astfel:
liniaCurenta[j] = liniaCurental[j-1] + liniaAnteriocaralj]

Cand termin de calculat o linie, inainte sa trec la urmatoarea, copiez vectorul 1inieCurenta
in vectrorul 1inieAnterioara.

Solutia se va gasi in: 1inieCurenta[m].

#include <fstream>
#define MOD 9901
#define DIM 1002
using namespace std;
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ifstream fin ("cladirel.in");
ofstream fout ("cladirel.out"):;

int A[DIM] [DIM];
int linieAnterioara[DIM], linieCurenta[DIM];

int n, m, b, k, i, J;

int main () {
fin>>n>>m;
fin>>b;
for (k=1;k<=b;k++) {
fin>>i>>j;

A[i]l[3] = 1;
}
linieAnteriocarall] = 1;
for (j=2;j<=m;j++)
if (A[1][3] == 1)
linieAnteriocaral[j] = 0;
else
linieAnteriocaral[j] = linieAnteriocaralj-11;

for (i=2;i<=n;i++) {
for (J=1;j<=m;j++) {
if (A[1][3] == 1)
linieCurentalj] = 0;
else
linieCurentalj]

(linieAnteriocaralj] +
linieCurental[j-1]) % MOD;
}
for (j=1;j<=m;j++) {
linieAnteriocaral[j] = linieCurentalj];
}
}

fout<<linieCurenta[m];

Sumtri (https://www.pbinfo.ro/probleme/385/sumitri)

Date fiind numere naturale sub forma triunghiului de sub diagonala principalé de la o matrice
pétratica, se cere s& determindm un drum cu proprietéatile:

- Pornesgte din elementul (1,1);

- Lafiecare pas trece in elementul de sub sau in cel de sub, aflat in diagonala, spre
dreapta;

- Are suma maxima;
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Citim valorile date intr-o martice 2, astfel:

fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=1i;J++)
fin>>a(i] (3]

Calculam:
D[i] [J] =suma maximé& a unui drum care pleaca din din 1,1 si ajunge in 1i,j

Avem:
D[1][1] = A[1][1];
D[i][J] = A[i][J] + maxim(D[i-1][J],D[i-1]1[J-11])

Maximul de pe linia n a matricei D este solutia.

Observam ca la aceasta problema putem lucra tot cu ultimele doua linii. Putem chiar renunta la
matricea A, facand operatiile in timpul citirii.

Custi (https://www.infoarena.ro/problemal/custi)

Data fiind o matrice cu elemente 0 si 1, se cere s& determindm céate pétrate pline cu 0 sunt,
pentru fiecare lungime posibild a laturii, de la 1 pana lungimea maxima a laturii vreunui péatrat.

Vom rezolva problema in doua etape.
Etapa 1.

Determinam pentru fiecare pozitie 1,j latura maxima a unui patrat care are coltul din dreapta
Jos in acea pozitie. Stocam aceste informatii intr-o matrice D.
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in figura de mai jos, pentru a afla latura maxima a unui péatrat cu coltul din dreapta jos in (i,7),
adicaD[i] [j], observam ca ne putem foloside D[i-1] [j] (patratul cu chenarul verde) si de
D[1][j-11, cel cu chenarul albastru. Daca au aceeasi dimensiune si sunt pline de 1, ne-ar
mai interesa valoarea din celula marcata cu 2 a lui 2.

Daca cele doua patrate evidentiate nu au laturi egale, ne intereseaza valoarea minima dintre ele
(de exemplu daca ar fi mai mic cel verde, nu ne-am mai putea extinde spre stanga pe linia de
jos). Alta observatie este ca, pentru a acoperi si celula marcata cu ? putem verifica valoarea
D[i-1][3-11.

Astfel: D[1][3j] = minim(D[i-1][j], D[i]([j-11, D[i-1]1[3-1] + 1,daca
A[i][J] = 1siD[i][j] = 0 1ncaz contrar.

Aceasta este un caz tipic de dinamica simpla pe matrice, in care un element se calculeaza in
functie de cele 3 “vecine anterioare”, ca in figura urmatoare:

for (i=1l;i<=n;i++)
for (j=1;7j<=n;j++)

if (A[i][3] == 0)
D[i][3J] = 07
else
D[i][J] = minim(D[i-1]([31,D[i][3-1,D[1-11[J-1])+1;

De exemplu, in aceasta etapa, pentru o matrice A ca aceea din celula stdnga de mai jos,
obtinem o matrice D ca aceea din celula dreapta.

A D

R e e
R e e
R RO
corr o
corr o
R e e
NN NN
WO
corr o
co N R O

Am putea sa folosim un vector de frecventa si, de fiecare data cand calculam un element nenul
D[i][j],safacem F[D[i][1]] ++;

Am obtine:
F[1] =11, F[2] = 6, F[3] =1
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Observam acum ca F [i] = cate matrice pline cu 1 au latura i si sunt maxime dintre cele care
au coltul dreapta jos n acelasi loc.

Etapa a doua

Observam cé acolo unde scrie 3 trebuie numarata si o matrice de latura 2 si o alta de latura 1.
De asemenea, peste tot pe unde scrie 2 trebuie numarata o matrice de latura 1.

Astfel, F[3] trebuie adunatla F[2], F[2] asa actualizat trebuie adunal la F[1]. Deci ce avem
de facut este sume maxime in vectorul F, invers, de la pozitia maxima nenula pana la pozitia 1.

Pentru a obtine solutia problemei, valorile anterioare F[i] trebuie adunate sila F[i-1] sila
F[i-2] ...

for (i=maximDinD-1;i>=1;i --)
F[i] += F[i+1];

Vectorul F este acum solutia problemei.

Cel mai lung subgir cumun (https://www.infoarena.ro/problema/cmlsc)

Aceasta problema clasica am incadrat-o tot la categoria celor care necesita calcularea
elementelor unei matrice si pentru un element este nevoie de cele 3 “vecine anterioare”.

Avem deci un sir A cu n elemente si un sir B cu m elemente. Dorim s& determinam un Sir care sé&
fie subsir in &, subsir si in B si s& aiba lungimea maxima.

Vom calcula o matrice D cu semnificatia:

D[1] [J] =lungimea maxima a unui subsir comun care foloseste elemente dintre primele din A
si dintre primele din B.

Observam ca definitia noastra nu implica sa avem un subsir terminat obligatoriu cu A[1i] Si cu
B{Jj].

La calculul luiD[i] [j] avem variantele

- A[i] == B[j] Inacestcaz,D[i][§] = 1 + D[i-1]1[3-1]
- A[i] != B[3J], decinu putem extinde cu un caracter comun un subsir existent, si in
acest caz vom alege cea mai buna varianta dintre D[1-1] [j] siD[i] [j-1]

Lungimea maxima ceruta este deci D[n] [m].

Suplimentar, la aceasta problema avem de determinat si efectiv un subsir. Reconstructia unui
astfel de drum se face de regula invers, identificand pentru o pozitie modul in care am ajuns
acolo.
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In acest caz, vom porni din pozitia (n,m) , adica initializam i=n si j=m.

Dacaa[i] ==B[j] Inseamna ca am ajuns in pozitia (i,3) extinzédnd subsirul cu un element,
asadar stocam la solutie elementul comun si decrementam atat pe i cat si pe j.

Dacaa[i] este diferitde B[] vom vedea de unde am ajunsin (i,7): Dacap[i-1][j] >
D[1i][j-1] facemdoar i --,in caz contrar doar § --. Pe acest caz nu stocam nimic la
solutie.

De remarcat ca este este corecta reconstructia solutiei doar daca mergem invers, din locul in
care am obtinut optimul final. Daca am fi pornit de la inceput, nu am sti care dintre ramurile pe
care mergem este cea care duce in final la solutie.

La implementarea de mai jos, in loc sa stocam elementele subsirului solutie (si apoi sa le afisam
invers), am folosit o abordare recursiva, tiparind dupa autoapel.

#include <fstream>
using namespace std;

int d4[1030][1030], a[1030], b[1030];
int n, m, i, J:

ifstream fin ("cmlsc.in");
ofstream fout ("cmlsc.out"):;

void drum(int i, int j, int k) {
if (k!'=0) {

if (ali] == b[3]) |
drum(i-1, j-1, k-1);
fout<<ali]l<<" ";

} else

if (d[i-1]1[3] > dli]l[3J-11)
drum(i-1, 73 ;

else
drum (i, 3-1, k);

}
int main () {

fin>>n>>m;

for (i=1;i<=n;i++) {
fin>>a[i];

}

for (i=1;i<=m;i++) {
fin>>b[1i];

}

for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++)

17



prof. Marius Nicoli

if (al[i] == b[J]) {
dfil (3] = 1 + d[i-11[3-11;
} else {
dli][3] = max(d[i-1]1[3], d[i][3-11]);

fout<<d[n] [m]<<"\n";
drum(n, m, d[n][m]);
return 0;

lata si o observatie care poate face implementarea si mai usoara: in loc sa facem dinamica din
1,1 si apoi sa afisam invers sirul recostituit incepand din (n,m), am putea face dinamica
incepand din (n,m) si sa tiparim apoi direct solutia pornind din (1,1). Asta pentru ca, daca ne
imaginam sirurile oglindite, subsirul comun maximal este acelasi, obtinut invers.

Matrix (https://www.infoarena.ro/problema/matrix)

Avem o matrice patraticd A (de dimensiune n), in care vom cauta aparitii ale unei anumite
submatrice pétratice date B (de dimensiune m, cum <= n), doar ca o potrivire a lui B se
consideréa corecta si daca elementele sale sunt in submatricea din A in alta ordine decét in
matricea daté B.

Prima observatie este ca nu este necesara memorarea matricei B ci calcularea unui vector de
frecventa in care notam doar de cate ori apare un element in matricea B. Elementele celor doua
matrice sunt litere mici ale alfabetului, asadar vectorul de frecventa are 26 de componente.

Acum, daca vom fixa o pozitie (i,7) in A, pentru a verifica daca submatricea de dimensiune mxXm
a lui 2, cu coltul din dreapta jos Tn (1,7) este o “potrivire” a lui B in sensul din enunt, trebuie ca
fiecare litera s& apara in submatricea de testat de acelasi numar de ori ca in vectorul de
frecventa.

La prima vedere am avea nevoie de 26 de matrice nxXn, pentru a face verificarea pentru fiecare
litera in parte. n realiate vom folosi doar o matrice suplimentara ok, booleana, in care in
ok[1][Jj] presupunem la inceput ca este o potrivire a lui B cu coltul dreapta jos in i,j, si daca
testul esureaza pentru cel putin o litera, anulam presupunerea pentru pozitia 1i,7.

Pentru o anume litera ch, facem testul in felul urmator:

- Intr-o matrice D, marcam cu 1 doar pe pozitiile unde avem litera ch.

- Calculam apoi sume partiale pe matricea D

- Fixam toate pozitiile (1,7) unde poate fi coltul dreapta jos al unei potriviri a lui B, Si
pentru a verifica daca ch apare de cate ori trebuie acolo, testa, doar daca F[ch] =
D[i][J] - D[i-m][j] - D[i][Jj-m] + D[i-m] [j-m].Adica suma din
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submatricea mxm cu coltul din dreapta jos in (i,j) unde elementele 1 sunt doar in pozitii
in care apare ch in A.

- Cand trecem la alta litera dintre cele 26 folosim aceeasi matrice D pe care o
reconstruim.

- Pozitiile pe care ramane 1 in ok sunt cele de potrivire.

Timpul de calcul este cel mult patratic la fiecare dintre aceste etape.

#include <fstream>
using namespace std;

char ¢, a[1010]1[10107;
int d[(1010](1010], sol, i, j, n, m, ok[1010][1010], £f£[130];
int main () {

ifstream fin ("matrix.in"):;

ofstream fout ("matrix.out");

fin>>n>>m;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
fin>>alil[]j]1;
for (i=1;i<=m;i++)
for (j=1;j<=m;j++) |
fin>>c;
flc] ++;
}

for (i=m;i<=n;i++)
for (J=m;j<=n;j++)
ok[i] []J] = 1;

for (¢ = 'a'; ¢ <= "z'; c++){
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;Jj++)
dli] (3] = (alill3
+ d[i-1]]
for (i=m;i<=n;i++)
for (j=m;j<=n;j++)
if (dli][j]-dli-m][j]-d[i][J-m]+d[i-m] [j-m] !=

]
jl + dli)(j-1] - dli-1]1[3-1];

for (i=m;i<=n;i++)
for (j=m;j<=n;j++)
sol += ok[i]1[7j];

fout<<sol;
return O;
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Il. Probleme la care optimul curent depinde de optime aflate
oriunde in urma.

La problemele de la capitolul I, cand structura aleasa a fost un vector, in formula recurentei,
D[1i] depindeade D[i-1] saucelmultside D[i-2]. In cazul matricelor, D[4 ] [j] depindea
de regula de cele “3 elemente vecine anterioare”, adica D[i-1]1[j]1,D[1][j-11,
D[i-1]1[j-11. Consecinta era ca la vectori obtineam de regula un algoritm de calcul liniar, iar
la matrice unul patratic (practic determinam fiecare element al structurii in timp constant).

in acest capitol vom prezenta cateva probleme in care elementul curent are nevoie de toate
cele aflate Tnhaintea lui.

Subsgirul crescator maximal (https://www.infoarena.ro/problema/scmax)

Am un gsir de valori, naturale, s& se gaseascéa un subsgir crescétor de lungime maxima.

De regula suntem tentati sa incercam diverse abordari greedy, dar la o analiza atenta se poate
arata ca nu avem solutie cu aceasta tehnica. Avem insd mai multe abordari folosind
programarea dinamica.

Solutia cu timp de calcul de ordin n*

D[1i] = lungimea maxima a unui subsir crescator terminat la pozitia i (deci care contine pe
V[11). Pentru a gasi relatia de recurenta, ne gandim ca vrem sa alipim pe v[1i] la un subsir
format deja cu elemente aflate pe pozitii anterioare. Asadar ne intereseaza pozitii j,cu j < i
SiV[j] < VI[i] (astain cazul in care dorim sa determinam un subsir strict crescator, sau
V[j] <= V[i], daca sunt permise in subsir si elemente vecine egale).

Dintre toate pozitiile j care indeplinesc aceasta proprietate, alegem evident pe cele care au
D[J] maxim. Astfel obtinem:

D[i] =1 +maxim(D[J],pentrujdelallai-1siV[j] <V[i])

Pentru a construi si o solutie, cadnd calculam D[1], retinem in alt vector T, pozitia din fata lui i
unde am determinat valoarea maxima care a contribuitla D[1i].

Apoi, dupa ce determinam valoarea maxima din D, Si pozitia sa, ne putem intoarce prin pozitiile
obtinute incepand de acolo, prin intermediul lui T, si obtinem solutia. Este necesara o abordare
recursiva, cu afisare la intoarcere, sau stocarea pozitiilor determinate intr-un vector care apoi se
afiseaza invers.

#include <fstream>
#define DIM 100010
using namespace std;
int v[DIM], t[DIM];
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int d[DIM];
int n, i, j, maxim, sol, p, u, k;

ifstream fin ("scmax.in");
ofstream fout ("scmax.out");

void drum(int u) {
if (u'!=0) ¢{
drum(t[u]) ;
fout<<v[ul<" ";

}

int main () {
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>v([i];

da[l1] = 1;
for (i=2;i<=n;i++) {
maxim = 0;

for (3J=1;3<i;J++)
if (v[J] < vI
maxim = d

[—

i] && d[j] > maxim)
[

jl;
p = 3J;
}
d[i] = maxim + 1;
if (d[i] != 1)
tli] = p;
else
t[i] = 0;

if (d[i] > sol) {
sol = d[i];

fout<<sol<<"\n";
drum (u) ;
return 0;

{

Revenind la constructia drumului (a subsirului efectiv) facem cateva observatii utile in general

cand este nevoie sa reconstituim drumul.

Ne putem imagina elementele vectorului ca fiind nodurile unui graf iar cand calculam valoarea D
a unui nod, notam ca parinte al sau (in T) nodul anterior cu D maxim din care am obtinut

valoarea sa.
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Se obtine astfel o padure de arbori si orice traseu intre un nod si radacina este un drum minim
de la radacina la acel nod.

Pentru un nod dat putem reconstitui drumul doar plecand invers, in sus pe arbore, de la el la
radacina, pentru ca daca am porni din radacina nu am sti pe ce cale trebuie sa mergem ca sa
ajungem la nodul dorit.

Vorbim de “padure de arbori” si nu doar de unul singur, pentru ca fiecare nod care nu are pe
nimeni mai mic in fata va deveni radacina unui astfel de arbore.

Sa vedem un exemplu (ne gandim la subsir strict crescator):

Indice:

o = N DN
R N oy W
= N O
N DN W O
[N I )
w W O

1
4
D: 1
0

Numarul de subsgiruri maximale (https://www.infoarena.ro/problema/subsiruri)

La aceasta problema, pe langa valoarea D, care ne indica lungimea maxima a vreunui Sir
terminat la fiecare pozitie, mai tinem si un sir S cu semnificatia:

S [1] = numarul de siruri de lungime maxima terminate la pozitia i (adicé de lungime D[1])

Pentru a actualiza valoarea s [1], atunci cand calculam D[1i], daca avem mai multe pozitii
anterioare j care ofera maximul pentru D[i], vom adunala S[i] toate aceste valori S[7].

Astfel aceasta problema devine un bun exemplu de a avea in acelasi loc si o cerintad de optim si
una de numarare.

Subsir crescator maximal cu timp de calcul de ordin n log n

Vom schimba modul in care definim structura de optime.
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Astfel dupa analizarea primelor i elemente din v, daca, presupunénd ca lungimea maxima a
vreunui subsir determinat pana acum este m, vom tine intr-un vector urmatoarea informatie:

Pentru fiecare indice j de la 1 la m, ne intereseaza valoarea minima in care se poate termina un
subsir crescator de lungime ;. La implementare vom tine de fapt indicele din v al acestei valori
minime (indicele este util pentru reconstructia drumului, si oricum prin intermediul lui avem
accest si la valoare).

Vom avea deci:
D[] =indicele din v al celei mai mici valori in care se poate termina un subsir de lungime 7.

Prima observatie este ca valorile corespunzatoare indicilor din v sunt in ordine crescatoare
(evident, prin reducere la absurd: daca 7 ar fi valoarea minima de final a unui subsir de lungime
2, nu ar putea fi de exemplu 5 (<7) valoarea minima in care se termina un subsir de lungime 3).

O alta observatie: indicii din D nu sunt neaparat in ordine crescatoare, adica solutia nu este
data, de exemplu de valorile finale din D.

lata un exemplu.
i
5938572

Asadar, suntem la pozitia 1=7, adica am analizat primele 7 elemente din sirul dat (pot sa
urmeze si altele). Sirul D ar fi:

Indice: 1 2 3
D: 7(2) 5(5) 6(7)

Intre paranteze am pus valorile din Vv (care sunt in ordine crescétoare) si inainte am pus indicii
lor din v, care nu sunt in ordine crescatoare (de exemplu, e clar ca valoarea minima intalnita
este cea mai mica valoare Tn care se termina un subsir de lungime 1, iar ea poate fi oriunde in
sir, chiar si la final ...)

Sa presupunem ca urmatoarea valoare care apare in sir este 6

i
59385726

E clar ca ea va contribui la un subsir de lungime 3 (de exemplu 3 5 6). Pana acum valoarea
minima in care se termina un subsir de lungime 3 era 7. Acum ea va deveni 6. Aceasta
actualizare trebuie facuta in D si observam ca este suficient sa cautam binar prima pozitie din D
unde se afla o valoare mai mare decét 6 si sa inlocuim aceasta pozitie cu indicele
corespunzator lui 6. Daca nu exista o astfel de pozitie, inseamna ca noua valoare provoaca o
noua lungime maxima, asa ca o adaugam la D (marimm cu 1 si facem D[m] = 1i).
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Lungimea maxima determinata este valoarea lui m dupa ce vom fi analizat in ordine, toare cele
n elemente din V.

#include <fstream>
#define DIM 100010
using namespace std;

int V[DIM], T[DIM], D[DIM];
int n, m, i, p, u, mid;

/**

D[i] = indicele din V al celei mai mici valori in care se poate
termina un sir de lungime 1 (de fapt D[i] = poZitia din V a unei
astfel de valori) folosind elementele deja parcurse

**/

ifstream fin("scmax.in");
ofstream fout ("scmax.out");

void sol (int 1) {
if (1) |
sol(T[1]);
fout<<v[i]<<"™ ";

}

int main () {
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>vV([ii];

m = 1;
D[1] =

1;
for =2

(1=2;1<=n;1++) {
p = 1; ///caut pozitia ultimei valori D[poz] din
/// D pentru care V[i] > V[ D[poz] ]
u = m;
while (p<=u) {
mid = p+(u-p)/2;
if (V[ D[mid] ] >= VI[i])
u = mid - 1;
else
p = mid + 1;
}
/**
p ramane pe pozitia primei valori
mai mari sau egale cu ce caut
u ramane pe pozitia ultimei valori
strict mai mici decat ce caut
* %/
if (p > m) {
m++;
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D[m] i;
T[i] Dlp-11;
} else {
D[p] = 1i;
T[i] D(p-11;/// extind sirul terminat pe pozitia

fout<<m<<"\n";
sol(D[m]); ///in T este un vector de tati pentru indici din V
return O;

Pentru reconstructia solutiei avem nevoie de un sir de indici tata. Am observat ca indicii valorilor
prezente la final in D nu reprezintad un subsir de afisat (ei nefiind neaparat in ordine
crescatoare). Problema se rezolva astfel: in momentul in care valoarea curenta v [i] Tsi
gaseste pozitia p unde trebuie marcata in D, Tn urma cautarii binare, facem T[i] =D[p-11;
Semnificatia este ca valoarea de pe pozitia p-1 este un indice din v, al unei valori mai mici
decat v [1i], intalnitd Tnaintea lui vV [1] si care reprezinta valoare de final pentru un subsir de
lungime cu 1 mai mica decat p, cea determinata cu final in v [1]. Apoi, facem reconstituirea
drumului clasic, cu o functie recursiva, ca si in alte cazuri.

Subsir crescator maximal folosind AIB

Exista si posibilitatea de a determina subsirul crescator de lungime maxima folosind un arbore
indexat binar.

In sursa urmatoare mai intai normalizam valorile din sirul dat. Astfel, chiar dac& valorile din sirul
dat pot fi foarte mari, odata cu normalizarea ele vor fi maxim agale cu n. Astfel, vom tine un AIB

in care indicii vectorului corespund valorilor normalizate. Cand vom intalni o valoare normalizata
x, vom face update la pozitia x in AIB cu lungimea maxima a unui subsir terminat in elementul
de pe pozitia lui x din vectorul V. Astfel, daca inainte de update pentru valoarea curenta x,
interogam AIB la pozitia x-1, obtinem practic maximul partial, care, conform celor scrise mai
sus, va fi lungimea maxima a unei secvente din sirul dat, dintre valorile mai mici decat x si
intalnite, evident inaintea lui x.

Aceasta abordare implica deci mai multi pasi si algoritmi si nu este cea preferata fata de
implementarea in n 1og n prezentata anterior, dar noi o prezentam pentru diversitate si legarea
notiunilor.

lata o sursa pe aceasta idee, din care, cu siguranta sa invata mult:

#include <fstream>
#include <algorithm>
#define DIM 100001
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using namespace std;

int V[DIM], W[DIM], A[DIM], i, p, N, Maxim, Max, K, P[DIM], T[DIM],
pozMax, poz;

ifstream fin ("scmax.in");
ofstream fout ("scmax.out");

void drum(int p) {
if (p) A

drum (T [p

fout<<w]|

1)
p:|<<" ";

}
inline int lsb(int x) {
return x & -Xx;

}

int cauta (int x) {

int p =1, u =K, m;
while (p<=u) {
m = (ptu) >> 1;
if (W[m] == x)

}

int query (int p, 1int &pp) {
int maxim = 0;
pp = 0;
for (;pi/p-=lsb(p)) |
if (maxim < A[p]l) {
maxim = A[p];
pp = Plp];
}
}
return maxim;

}

void update(int p, int v) {
int aux = p;
for (;p<=K;p+=1lsb(p))
if (Alp] < v) |
Alp]l = v;
Plp]l] = aux;
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}

int main () {
fin>>N;
for (i=1;i<=N;i++) {
fin>>vV([ii];
W[i] = V[i];

—

sort (W+1, W+N+1);
K= 1;
for (i1i=2;i<=N;i++)
if (W[i] != W[K])
W[++K] = W[i];

for (i=1;i<=N;i++) {
p = cauta(V[i]);
int Max = query(p-1, poz);
if (1+Max > Maxim) {
Maxim = 1 + Max;
pozMax = p;
1
update (p, 1+Max);
Tlp] = poz;
}

fout<<Maxim<<"\n";
drum (pozMax) ;
return 0;

Cuburi3 (https://www.infoarena.ro/problema/cuburi3)

Pe scurt, aceastéd problemé& ne cere sé& determindm un subsir crescéator maximal pentru un sir
de perechi. Subsgirul determinat trebuie sé fie crescéator si cand ne uitdm la sirul elementelor de
pe prima pozitie din fiecare pereche, si cand ne uitam la sirul elementelor de pe a doua pozitie

din fiecare pereche.

Observatia estentiald este ca, daca sortam sirul dat dupa una dintre valori (dupa cele de pe
prima pozitie sau dupa cele de pe a doua pozitie), ne ramane efectiv de aplicat algoritmul de
subsir crescator maximal clasic, pe un sir de valori (celelalte, care nu au fost luate in calcul la

sortare).
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Joc13 (https://www.infoarena.ro/problema/joc13)

Avem o matrice cu 2 linii $i n coloane si trebuie determinat un drum de suma maxima care
pleaca din celula (1,1), ajunge in celula (2,n), nu trece de doud ori prin aceeasi celula si face
maxim k pasi consecutivi pe aceeasi linie.

Observatia principala este ca drumul nu trebuie sa se “intoarca”. Adica pasii nu pot fi facuti de
pe o coloana pe una cu indice mai mic. Daca s-ar intdmpla acest lucru s-ar ajunge la celule
care sa fie vizitate de mai multe ori.

Ne putem gandi sa calculam D[1] [J] = suma maxima a valorilor din celulele vizitate pentru un
drum care pleaca din (1,1) si ajunge in (i,3).

Observam ca semnificatie structurii alese este cumva in spiritul enuntului care chiar asta cere:
drumul minim pana la o anume celula, iar noi alegem o structura in care indicii identifica celula
in care ajungem iar valoarea identifica informatia cu care ajungem in acea celula.

Pentru a ajunge n celula (1,7) putem pasi fie din cealalta celuld de pe aceeasi coloana, fie de
pe celula de pe aceeasi linie si de pe coloana anterioara. Ins& in acest al doilea caz trebuie s&
ne asiguram ca nu facem mai multi pasi consecutivi la dreapta. Astfel, ne dam seama ca ne mai
trebuie un indice la dinamica si vom avea:

D[i][3][k] =suma maxima a celulelor de pe un drum care pleacé din (1,1), ajunge in (1,7)
si a facut exact k pasi la dreapta pe réndul i inainte s& ajungé la coloana j.

1 12 (3[4 |5 6 |7 |8

1 -

De exemplu, pentru daca drumul de mai sus ar fi cel mai bun mod de a ajunge in celul 1,8 si sa
fi facut ultima data la dreapta 3 pasi, aceasta informatie o pastramin D[1][8] [3].

Pentru a calcula asadar D[1i] [j] [k] ne trebuie

- Maxim dintre:
D[i][3-111[1] + suma de linia i de la coloana 7 la coloana 7,
D[i][J-211[2] + suma de linia i de la coloana ;-1 la coloana 7,
D[i1][j-311[3] + suma de linia i de la coloana -2 la coloana 7,

D[i] [j-k] [k] + suma de linia i de la coloana j-k+1 la coloana 7,

In sursa de mai jos mai folosim si artificii de sume si maxime partiale.

28


https://www.infoarena.ro/problema/joc13

prof. Marius Nicoli

#include <fstream>
#define INF 5000010
#define DIM 5002
using namespace std;

int a[2][DIM], s[2][DIM],
int n, k, i, j, x;
int main () {
ifstream fin("jocl3.in");
ofstream fout ("jocl3.out");

d[2] [DIM] [111];

fin>>n>>k;
for (i=0;i<=1;i++)

return 0;

for (j=1;j<=n;j++) {
fin>>x;
alil [J] = alil[3-11 + x;
}
[01[1][1] = al[O][1];
s[0][1] = al0][1];
d[o][2]1[2] = al[0]([2];
s[0][2] = al[0][2];
d[1l1[21([(2] = al[l]l[2] + al0O][1];
s[1]1[2] = d[1][2][2];
for (i=3; i<=n; 1i++) {
s[0][1i] = -INF;
s[1]1[i] = -INF;
for (§=2; <=k && i-j+1 >= 1; j+
d[0][1][J] = s[1][i-3+1] + a
s[0][1] = max(s[0][i], d[O][4
d[1][i]1([J] = s[0][1i-3+1] + a
s[1][1] = max(s[1][i], d[1][4
}
}
fout<<max (s[1l][n], s[0][n] + al[l]ll[n]

- a[l][n-1])<<"\n";

Pali (https://www.infoarena.ro/problema/pali)

Problema cere sa partitionam un sir in numar minim de secvente palindromice.

Solutia 1

Vom calcula D[i] = numarul minim de palindroame pentru a acoperi elementele de la pozitia 1

la pozitia 1. Solutia s-ar aflain D[n]
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PentruacalculaD[i]:

D[1] = 1;
for (i=2;i<=n;i++) {
D[i] = n+1;
/// numdrul maxim posibil de palindroame nu
/// poate fi mai mare decdt numdrul de elemente din sir

for (j=i;i>=1;3 --)
if (secventa de la j la i1 e palindrom)
D[i] = min(D[i], 1 + D[3j-11);
/// ne imagindm cd am mai adaugat un
/// palindrom la final

Timp de calcul este de ordin n° deoarece verificarea daca secventa de la j la i este
palindromica necesita si ea timp de calcul liniar.

Solutia 2

Péastrdm semnificatia lui D dar schimb&@m modul de a actiona: in loc s& consideram i ca fiind
finalul unui palindrom, vom considera i ca fiind mijlocul unui palindrom. Vom considera atét
cazul cu i mifloc de palindrom de lungime imparéa céat si cazul cu i mijloc de palindrom de
lungime para.

Astfel, daca avem un palindrom care incepe la pozitia st, se termina la pozitia dr si este
centrat in i, putem face update la pozitia D[dr] cu valoarea 1 + D[st-1]

Optimizarea vine din faptul ca, plecand cu palindroamele centrate in i de la lungime mica la
lungime mai mare, daca trecem de la secventa [st, dr] la secventa [st-1,dr+1], avem de
verificat doar daca 2 elemente sunt egale (a[st-1] sia[dr+1]). Totodata, cand conditia nu
mai este indeplinitd, nu mai are sens sa incercdm extinderea. In continuare prezentam o solutie
pe aceasta idee, care are timp de calcul de ordin n?. Este util de remarcat c3, fiind la o anume
pozitie i, nu facem actualizari neaparat la pozitia i, ci la diverse pozitii de dupa i (notate de noi
dr), si in functie de diverse valori calculate deja anterior la pozitii de dinaintea lui i.

#include <fstream>
#include <cstring>
using namespace std;

char s[50107;
int n, st, dr;
int D[5010];

int main () {

ifstream fin ("pali.in");
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ofstream fout ("pali.out");

fin>>s+1;
n = strlen(s+1);
D[0O] = 0;
for (int i=1;i<=n;i++)
D[1i] = n;
for (int i=1;i<=n;i++) {
st = iy
dr = 1i;
D[i] = min(D[1], D[i-1]1+1);
while (st-1 >= 1 && dr + 1 <= n && s[st-1] == [dr+1]) {
st—--,dr++;
D[dr] = min(D[dr], D[st-1] + 1);
}
st = i+1;
dr = 1i;
while (st-1 >= 1 && dr + 1 <= n && s[st-1] == s[dr+l]) {
st--,dr++;
D[dr] = min(D[dr], D[st-1]1 + 1);
}

}
fout<<D[n];
return O;

Scara3 (https://www.infoarena.ro/problema/scara3)

In sursa prezentata in continuare am notat:

- DI[1i] =numé&rul minim de pasi pentru a ajunge pe treapta i
- C[1i] = costul minim pentru a ajunge pe treapta i in D[1] pasi

Ca si la problema anterioara, la aceasta problema, ne imagindm ca suntem la o pozitie 1, la
care am calculat deja valorile optime si facem actualizari ale optimelor de dupé pozitia 1, in
functie de optimul de la pozitia i. Tratam cele 3 moduri in care putem urca.

#include <fstream>
#define DIM 1210
using namespace std;

ifstream fin ("scara3.in");

ofstream fout ("scara3.out");

int D[DIM], C[DIM], A[DIM], E[DIM];

/**

D[i] = numarul minim de salturi sa ajung pe treapta i

pornind de pe treapta O
C[i] = costul minim de a ajunge pe treapta i cu D[i] salturi

**/
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int n, k, L, %, vy, i, J;

int main ()
{
fin>>n>>k;
for (i=1;i<=k;i++) {
fin>>x>>y;
Alx] = vy;
}
fin>>L;
for (i=1;i<=L;i++) {
fin>>x>>y;
E[x] = y;
}

D[0] = 0;

for (i=1;i<=n;i++)
D[i] = n+1;

for (i=0;i<n;i++) {
// imi imaginez ca sunt pe treapta i si vad unde pot sari
if (D[i+1] > D[i]+1) {

D[i+1] = D[1i] + 1;
C[i+1] = CI[i];
} else
if (D[i+1] == D[i]+1 && C[i+1] > CI[i]) {
Cli+l] = CI[i];
}
if (A[i] !'= 0) {

for (j=i+1l;j<=n && J<=i+A[1]; J++) {
if (D[J] > D[i]+1) {
D[] = D[i] + 1;

Cljl] = Cl[i];
} else
if (D[J] == D[i]+1 && C[J] > C[i])
Clj] = Cli];
}
}
}
if (E[1i] !'= 0) {

for (j=i+1l;j<=n && J<=i+2*E[i]; J++) |
if (D[3] > D[i]+1) {

D[] = D[1] + 1;

(

C[j] = Cl[i] + (3-1i+1)/2;
} else
if (D[J] == D[1i]+1 && C[j] > C[i] + (J-1+1)/2)

C[j] = Cli] + (J-1i+1)/2;
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}
fout<<D[n]<<" "<<C[n]<<"\n";
return O;

lll. Problema rucsacului

Pornim de la urmatoarea problema: date fiind n numere naturale si o valoare S, sa se determine
o submultime a multimii celor n numere cu proprietatea cd suma elementelor din submultime
este S.

Prima idee este sa generam toate submultimile multimii date si s& vedem astfel daca vreuna
dintre ele are suma S. Acesta este un algoritm exponential, de tip backtracking si nu s-ar
incadra intr-un timp rezonabil decat pentru valori relativ mici ale lui n, maxim ceva peste 20.
Aceasta este deci o solutie corecta, dar nepractica pentru valori mai mari ale lui n.

Alta idee care se mai aduce in discutie este o abordare greedy: de exemplu sortam crescator
valori si incercam sa alegem cat timp am suma mai mica decét S. Problema este ca s-ar putea
sa ajung la un element care sare peste S si atunci ar trebui s& ma intorc, poate un pas, poate
mai multi, si sa fac alta alegere. Astfel, dam tot intr-un algoritm de tip backtracking.

Sé discutdm o solutie pentru cazul in care valoarea lui n este maxim 10000, valorile
elementelor din sir sunt naturale, iar S este maxim 10000, de asemenea natural.

Vom folosi un vector de frecventa D in care notam:

D[1] =1 dacéa putem obtine suma i
D[1i] =0 daca nu putem obtine suma i
Pentru inceput toate elementele Iui D sunt 0.

Vom analiza elementele din sirul dat (sa il numim V) intr-o ordine oarecare, de exemplu in
ordinea citirii.

Luénd in calcul doar primul element, putem obtine o singura “suma” adica chiar valoarea lui.
Practic, marcam D[V[1]] cu 1.

Luand in calcul primele doua elemente, vom avea 1 in D astfel:

D[V[1]] =1
D[VI[2]] =1
DIV[1]+V[2]] = 1;

Sa incercam acum sa generalizam:
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- am parcurs primele i-1 elemente din V si avem marcat in D cu 1 la pozitiile care se pot
obtine ca sume cu oricati termeni dintre primii 1-1.

- Candluam in calcul pe V[1i], cautam in D elemente j cuD[j] = 1 si, pentru fiecare
dintre ele, facemD[j + V[i]] = 1,siinplusD[V[i]] = 1

lata un exemplu:

V: 3 2 6 8

Inainte s& analizam pe 6, folosind pe 3 si pe 2, obtinem sumele: 2, 3 si 5
Astfel, sirul D arata:

Indici: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p. 0 o 1 1 0 1 o0 O O O O O O o o O O O 0o 0 O

Cand analizam pe 6, gasim 1 in pozitiile 2, 3 si 5 si vom cauta sa marcam cu 1 in pozitiille: 2+6,

3+6, 5+6 si 6.

Obtinem:

Indici: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p. 0 o0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 O O O O O O O o0 O

Se contureaza urmatorul algoritm:

for (i=1l;i<=n;i++) {

D[V[i]] = 1;
for (j=1;3<=S;j++)
if (D[3] == 1)

D(j+V[i]] = 1;

Prima observatie este ca exista riscul sa consideram sume in care aceeasi valoare se aduna de
mai multe ori (de exemplu daca avem v[i] = 3iarin D avem 1 la pozitia 2, noi cautand valori
1 crescator dupa indici (in codul de mai sus), gasimD[2] = 1,facemapoiD[2+3] = 1, apoi
vom intalni si pe acest 1 de pe pozitia 5 setat de noi si efectul este ca facemsiD[5+3] = 1,
semnificatia fiind c& am considerat pe 3 de doua ori la suma 8).

Pentru a preveni acest lucru, singurul lucru pe care il avem de facut este sa cautam pozitiile cu

1 din D n ordine descrescatoare a indicilor. Astfel, vom face noi marcaje mai la dreapta, dar nu

le vom mai intalni la parcurgerea pentru v [1i] curent, care se face descrescator dupa indicii din
D.

Codul devine:

for (i=1l;i<=n;i++) {
for (3=S;j>=1;J++)
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if (D[] == 1
DIJ+V[i]] = 1;

Observam ca a fost necesar sa marcam in D suma pentru v[i], dupa for.

Legat de marcarea sumei formata din cate un termen, pe care noi o facem separat, avem un
truc care ne permite sa scapam de tratarea diferentiata a acestui caz: marcam inca de la
inceput in D cu 1 pe pozitia 0 si de cate ori cautam indici cu 1 in D, mergem pana la 0. Astfel,
vom mai face si 0 marcare in pozitia 0+v [1], care este tocmai ce ne trebuie.

D[0] = 1;
for (i=1l;i<=n;i++) {
for (j=S;j>=0;7j++)
if (D[J] == 1)
]

D[J+VI[i]] = 1;

La prezentarea anterioara ne-am concentrat pe ideea de baza a algoritmului. Bineinteles ca
trebuie tinut cont de diverse situatii: de exemplu putem ignora valorile din v mai mari ca s, sau
valorile §+Vv [1] care ajung sa fie mai mari decéat s.

Pe exemplul anterior, daca am lua in calcul si urmatoarea valoare, 8, observam ca ajungem sa
generam din nou unele sume marcate deja cu 1 (cum ar fi suma 8 sau suma 11).

Asadar, numarul de submultimi posibile este de ordin 2", dar noi avem nevoie doar de sume
pana la s, care trebuie sa fie mai mic, pentru ca algoritmul sa aiba valoare practica.

In concluzie, generam toate sumele mai mici sau egale cu s, folosind valori din sirul v, cu timp
de calcul de ordin n*s.

O alta observatie: daca al doilea for il facem crescator, ca in varianta initiala, rezolvam practic

o alta problema: avand un sir de numere, sa se determine toate sumele ce se pot obtine cu
valori din el, stiind ca este permis sa folosim o valoare de mai multe ori.

in oricare dintre cazuri, se pune si problema determinarii efectiv a unei submultimi de suma s
(pana acum noi doar am verificat ca putem obtine suma S). Pentru acest lucru, de fiecare data
cand facem o marcare de forma D[j+V[i]] = 1, Intr-un vector T putem marca T[J+V[i]]
= 1i. Practic semnificatia este: T [1] = indicele ultimului termen folosit pentru a obtine suma 1.
Chiar daca facem cautarea valorilor 1 descrescator, exista riscul de a nota un termen de mai
multe ori la 0 suma. Pentru a evita acest lucru, vom seta in T ca mai sus doar la pozitii J+V [1i]
cand se seteaza pentru prima data la 1.
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D[O0] = 1;
for (i=1;i<=n;i++) {
for (3=S;3>=0;3++)

if (D[3] == 1)
if (D[J+V[i]] == 0) {
D(j+V[i]] = 1;
T[J+V[i]] = 1i;

}
void drum(int suma) {
if (suma != 0) {
drum (suma-V[ T[suma] ];
cout<<V[ T[suma] ];

Un apel de forma drum (S) al functiei de mai sus ar afisa o submultime de suma s (noi am ales
aici sa o tiparim in ordinea in care termenii apar in S, adica am mers invers pornind din S si am
facut afisarea dupa autoapel).

Jocul (https://www.infoarena.ro/problemaljocul)

Problema cere s& impdrtim un sir dat in doua subsiruri astfel incat sumele valorilor din cele
doué subsgiruri sé& fie cat mai apropiate.

Oservatia esentiala este ca, daca notam cu S suma elementelor sirului dat, una din cele doua
sume determinate va fi mai mica sau egala decéat s/2 si cealaltd mai mare sau egala decéat
S/ 2. Astfel, generam toate sumele posibile mai mici sau egale decéat s/2 si o alegem pe cea
mai mare dintre ele, s. Cealalta va fi S-s.

Rucsac (https://www.infoarena.ro/problema/rucsac)

Aceasta problema aduce un factor in plus: fiecare element din sir mai are asociata si o valoare,
castigul pe care il avem daca o alegem. Cerinta este sa determinam o submultim cu suma
maxim egala cu G si de castig maxim.

in acest caz vom schimba putin semnificatia valorilor din D:

D[1i] = castigul maxim pentru a obtine suma i (sau, in contextul problemei, pentru a incérca in
rucsac obiecte de valoare i). Vom calcula valorile din D pentru indici mai mici sau egali cu 1.
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using namespace std;
int D[100107;
///D[1] = profitul maxim prin care pot obtine greutatea i

int g[5001], p[5001];
int sol, i, J, n, G;

int main () {
ifstream fin ("rucsac.in"):;
ofstream fout ("rucsac.out"):;
fin>>n>>G;

for (i=1;1i<=n;i++)
fin>>g[il>>pl[il;
D[O0] = 1;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=G; 3>=0; J--)

if (D[J] != 0 && j+gl[i] <= G) {
D[ j+g[i] ] = max( D[j+gl[i]]l, D[J] + pl[i] )
sol = max(sol, D[Jj+g[i]l]);

}
fout<<-1 + sol;
return 0;

Energii (https://www.infoarena.ro/problemal/energii)

Problema aceasta cere sa determinam o suma cel putin egala cu G si de cost minim (de
asemenea, elementele date sunt caracterizte prin doua informatii, valoare si cost).

Ca si la problema clasica, vom calcula D[ 1] = costul minim de a obtine suma valorilor ca fiind
i. Problema este ca pare ca as avea nevoie sa calculez valori pentru indici din D mai mari decét
G, si e dificil de prezis cat de mult ma pot duce cu acesti indici. ins3, o observatie simpla, reduce
considerabil efortul: Pentru toti indicii mai mari sau egali ca G noi vom actualiza direct in D[G].

Avem deci:
D[1] = costul minim s& obtin chiar suma i (pentru 1<G)
D[1i] = costul minim s& obtin o suma mai mare sau egala cu i (pentrui = G)

Sursa:

finclude <fstream>
#define INF 50000010
using namespace std;

int D[50107;
int C[1010], E[10107;

int n, G, i, J, k;

37


https://www.infoarena.ro/problema/energii

prof. Marius Nicoli

int main () {
ifstream fin("energii.in");
ofstream fout ("energii.out");

fin>>n>>G;

for (i=1;i<=n;i++) {
fin>>E[1]>>C[1];

}

for (i=1;i<=G;i++)
D[i1] = INF;

for (i=1;i<=n;i++) {
for (j=G-1;3>=0;3--)

if (D[3] != INF) {
k = j+E[1];
if (k > G)
k = G;
if (D[k] > D[3] + CI[i])
D[k] = D[J] + C[i];
}
}
if (D[G] == INF)
fout<<-1;

else
fout<<DI[G];
return 0;

Sant (https://www.infoarena.ro/problema/sant)

Avem C categorii de muncitori si din fiecare categorie putem angaja oricati muncitori. Un
muncitor din categoria i sapé exact L.[1] metri de sant si costd exact P [1] lei. Dorim s&
angajam exact N muncitori care s& sape exact S metri de sant. Dorim sa determinam costul
minim cu care sa realizdm acest lucru.

Datele de intrare ne permit sa calculam:
D[1] [J] = costul minim s& angajam exact i muncitori care sapa exact j metri de sant.

Nu e nimic magic in felul de a rationa pentru alegerea semnificatiei structurii. Pur si simplu am
interpretat cerinta din enunt. Daca reusim sa determinam o recurenta, vom gasi solutia in
D[N] [S].

Asadar, fiecare linie a matricei D este pentru update-ul facut la introducerea unui nou muncitor,
iar fiecare coloana corespunde unei lungimi de sant.
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Cand ajungem la linia i din D, ne bazam ca avem calculate liniile anterioare pentru fiecare
coloanadelal las.

Daca mai introducem al i-lea muncitor si vrem sa aflam care este costul minim de a sapa exact
j metri de sant (adica sa calculdm practic pe D[1] [j]), Incercam s& consideram acest
muncitor de fiecare categorie posibila dintre cele C.

De exemplu, daca am alege un muncitor de categoria 1, el ar sapa L [1] metri de sant si ar
costa P[1] lei. Asadar, ne-ar interesa un mod optim sa fi sapat j-L[1] metride santcu i-1
muncitori. Dar aceasta valoare este deja calculatain D[i-1] [j-L[1]]. Evident ca se mai
adauga si P[1], costul angajarii muncitorului 1.

Deci, D[1i] [J] = maxim dintre:

- D[i-1][J-LIC]] + PI[C]

Valoarea C este mica, deci timpul de calcul de ordin N*S*C obtinut, este suficient. La formulele
de mai sus trebuie sa tinem seama de cazurile particulare (de exemplu, valorile D de care avem
nevoie sa fie calculate, iar valorile 5-1.[] sa nu fie negative sau nule).

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#define INF 32000

using namespace std;
short 4d[101][1001],t([101][1001],p[21],1[21],s01([101];
int main ()
{
FILE *fin=fopen ("sant.in","z");
FILE *fout=fopen ("sant.out","w");
int s,n,c,1i,j,sc,elem, k;
fscanf (fin, "%d%d%d", &s, &n, &c) ;
for (i=1;i<=s;i++)
d[1][1i]1=INF;
for (i=1;i<=c;i++) {

fscanf (fin,"%d%d",&1[i],&p[1])

if (1[i]l<s && (dA[1][1[i]]1>p[i])){
df1][1[i]]l=p[i];
E[11[1[i]1]=1i;

1
}
for (i=2;i<=n;i++)
for (jJ=1;j<=s;j++){
d[i] [J]=INF;

39



prof. Marius Nicoli

for (k=1;k<=c;k++)

if (3>1[k] && (d[i][J1>d[i-1]1[J-1[k]l+p[k]) ){
dli][J]1=d[i-1][J-1[k]]+p[k];
t[il[31=k;
}
}
if (d[n] [s]==INF)
d[n] [s]=0;
fprintf (fout,"%d\n",d[n][s]):
if (d[n][s]==0)
return O;
Sc=s;
elem=0;
for (i=n;i>0;1i--){

sol[++elem]=t[i] [sc];
sc=sc-1[t[i][sc]l];
}
sort (sol+l,sol+elem+1);
for (i=1;i<=elem;i++)
fprintf (fout,"%d ",sol[i]):;
return O;

Cateva observatii legate de sursa de mai sus

- Am ales sa facem separat initializarea pentru linia 1 (adica pentru ce ar sapa optim un
singur muncitor).

- Observam ca pntru calculul unei linii este necesara doar linia anterioara. Astfel, la prima
vedere am putea renunta la matricea D si sa lucram cu ultimele doua linii, cum am mai
aratat la alte probleme.

- Totusi, problema cere sa reconstituim si drumul si pentru asta avem nevoie de o matrice.
Noi folosim mai sus: T[i] [j] = categoria din care face parte al i-lea (ultimul) muncitor
ales cu care séa fi sdpat exact j metri de sant. Valoarea din T[1] [j] o actualizam in
momentul in care calculam pe D[1i] [J].

- Reconstructia solutiei o facem clasic, pe matricea T, insa nu am mai ales o abordare
recursiva, pentru ca ordinea in care se cer muncitorii este cea lexicografica dupa
categorii, asa ca ii salvam intr-un vector pe care il sortam.

- Decilegat de memorie, puteam scapa de n? pentru matricea D, dar nu puteam scapa
pentru T.

Poate va ganditi de ce la aceasta dinamica a trebuit o matrice si nu a fost suficient un singur
vector D, de lungime s, in care sa actualizam la fiecare nou muncitor introdus. Motivul este ca

dupa ce face actualizari al i-lea muncitor, mai raman in D elemente marcate fara sa fie luat in
calcul acest ultim muncitor. Ori cerinta problemei noastre este sa folosim exact N muncitori.
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Comp2 (https://www.infoarena.ro/problema/comp?2)

Vom calcula o dinamica astfel:
P[i] = numd&rul minim de persoane necesare pentru a avea i relatii
S [11 =numarul minim de sefi necesari pentru a avea P [1] angajati pentru i relatii

La un moment dat ne imaginam ca mai introducem o echipa formata din “se £1” sefi si
“angajati” angajati. Aceasta echipa va contribui cu “relatii = sefi * angajati”
relatii.
Pentru orice valoare k pentru care am calculat valorile optime P [k] si S[k] pentru k relatii,
incercam sa adaugam datele acestei echipe, adica:

- Obtinemk + sefi * angajati relatii

- CuP[k] + sefi + angajati oameni

- Cuslk] + sefi sefi
Adica incercam sa actualizam valorile P si S in pozitia k + sefi * angajati.
In sursa prezentatd observdm cum retinem structuri care sa permitd si reconstructia solutiei.

#include <fstream>

#define DIM 2010

#define INF 1000000

using namespace std;

int P[DIM]; // P[i] = numarul minim de persocane sa am 1 relatii
int S[DIM]; // S[i] numarul minim de sefi sa am P[i] angajati
pentru i relatii

int lastPersonal[DIM];

int lastSefi[DIM];

int nr[DIM];

int e;

int main () {
ifstream fin ("comp2.in");
ofstream fout ("compZ2.out");

fin>>e;

for (int i=1;i<=e;i++) {
P[i] = S[i] = INF;

}

P[0] = S[0] = 0O;

for (int sefi = 1; sefi <= e; sefi++) {
int maxAngajati = e/sefi;

for (int angajati=0; angajati<=maxAngajati; angajati++) {
// ultima companie are sefi,angajati

int personal = sefi + angajati;
int relatii = sefi * angajati;
for (int k = 0; k<=e-relatii; k++)
if (P[k] != INF) {
int updRelatii = k + relatii;
int updPersonal = P[k] + personal;

int updSefi = S[k] + sefi;
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if (P[updRelatii]

> P[k] + personal || (
P[updRelatii] == [k]
k]

+ personal &&
S[updRelatii] > S| + sefi )) {
P[updRelatii] P[k] + personal;
S[updRelatii] S[k] + sefi;
lastPersonal [updRelatii] = personal;
lastSefi[updRelatii] = sefi;

nr[updRelatii] = 1 + nr[k];

1
}
fout<<P[e]<<" "<<S[e]<<" "<<nrl[e]<<"\n";
while (e) {
fout<<lastPersonal[e]<<" "<<lastSefi[e]l<<"\n";
e —= lastSefi[e] * (lastPersonalle] - lastSefile]);

}

return 0;

IV. Probleme de dinamica mixta

Parantezarea optima la inmultire matricelor (https://infoarena.ro/problema/podm)

Problema parantezarii optime la inmultirea matricelor este intr-adevar una clasica pentru acest
tip de dinamica. Noi o vom reformula putin:

Se da un sir v cu n numere naturale. Trebuie s& executam de n-2 ori urméatoarea operatie:
alegem 3 elemente vecine in acel moment in sir, V{i], V[i+1], V[i+2] sieliminam
elementul din mijloc. Costul acestei operatii este V[1]1*V[i+1]*V[i+2]. Deci, dupd aceasta
operatie elementele aflate anterior pe pozitiile 1 si i+2 devin vecine.

Dupéa n-2 astfel de operatii singurele elemente rdmase in sir sunt primul si ultimul din sirul
initial.

Cerinta este de a alege convenabil o ordine de a aplica operatiile astfel incat suma costurilor
celor n-2 operatii sé fie minima.

Exemplu

Pentrusirul 2 1 5 3 4 avem variantele:
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634 6'5%4 6'3%4 65 .

192 210 105 GD 210 104

Costul optim observam ca este cel de pe traseul de eliminari indicat cu rosu. Poate parea ca o
strategie greedy de a partra mereu minimul este si optima insa se poate demonta. Pe de o
parte pot fi mai multe minime, pe de alta parte, mai depinde si de vecinii directi, iar daca sirul
este mai mare e clar ca pot fi diverse configuratii.

Traseele indicate de noi sunt pentru a ajuta la intelegerea problemei si daca ar fi sa le calculam
pe toate timpul ar fi exponential (de fapt cumva factorial, pentru ca e ca si cum am aplica
eliminarile in toate modurile posibile). Se observa ca sunt stari in care ajungem cumva din nou.

Solutia optima pentru aceasta problema este alta:

Vomnota D[1] [j] = costul minim pentru a elimina toate elementele din secventa de la i la 7,
mai putin pe V(1] sipe V[j].La modul cum gandim rezolvarea, noi ne imaginam ca
elementele neeliminate inca, raman pe pozitiile lor originale din v, dar mai dispar elemente de
pe anumite pozitii.

Conform definitiei de mai sus, cautam la final solutia in elementul D[1] [n].

Pentru secventele de lungime 2, D[1i] [1i+1] = 0. Acest lucru se datoreaza faptului ca
secventele de doua elemente contin doar capetele, nu si altceva in interior, cum spune definitia
lui D.

Pentru secvente mai lungi de la pozitia i la pozitia j, alegem pe rand céate o pozitie k, dintre 1
si j, care sa indice ultimul eliminat Tnainte de a ramane doar v[i] siv[j]. Ca sa ajungem in
starea caintre V[i] si V[j] s& mai raméana doar V [k], ar trebui ca toate elementele dintre i
si k sa fi fost eliminate si la fel toate elementele dintre k si j. Pentru aceste eliminari ne
intereseaza variantele de cost minim, adica D[1] [k] SiD[k] [J].

Astfel, costul optim de a elimina tot din interiorul secventei de la i la j si ultima data sa
elimindam pe v[k] este: D[i] [k] + D[k][j] + V[i]*V[k]*V[]].
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Dar noi putem, cum spuneam, sa alegem cum dorim care este elementul pe care 1l eliminam
ultimul, asadar:

D[i][j]=minim(D[1i] [kK]+D[k] [J]1+V[i1*V[k]*V[]]), pentruorice kdelai+llaj-1.

Observam ca pentru o secventa de la i la j e necesar sa avem anterior calculate rezultatele
optime pentru secvente de lungime mai mica.

Astfel, ramane sa calculam optimele secventelor in ordine crescatoare a lungimii lor.

Algoritmul ar fi:

for (i=1;i<n;i++)

D[1i][i4+1] = O;
for (lungime = 3; lungime <= n; lungime++) {
/// fixam lungimea secventei

for (i=1; i+lungime-1<=n;i++) {
/// fixam inceputul de secventa

j = itlungime-1;
D[i][J] = INF;
for (k=i+1;k<j;k++)
D[1i] [J]=min(D[1][J],D[1] [kKI+D[k][JI+VI[Li]*V[k]*V[]]);

Timpul de calcul este asadar de ordin n°.

Alt mod de a ne imagina rezolvarea: avem de calculat elementele matricei D in ordinea:

- Mai intai diagonala paralela cu cea principala aflata deasupra ei
- Apoi urmatoarea astfel de diagonala aflata si mai deasupta

- Infinal ajungem la elementul din dreapta sus, care este chiar D[1] [n]

Elementele de pe aceeasi astfel de diagonala au diferenta indicilor constanta, deci reprezinta
secvente din vV de aceeasi lungime, iar pe masura ce ne indepartam de diagonala principala
obtinem diagonale ce reprezinta secvente din ce in ce mai lungi.

Spunem ca avem dinamica mixta pentru ca odata ce fixam o valoare, cum este k, este necesar
sa cautam optime aflate si de o parte si de cealaltd a acestei valori.

O astfel de problema se poate rezolva si recursiv, dar obligatoriu folosind procedeul de
memorizare (adica sa stocam intr-o structura valorile calculate pentru a nu mai autoapela in
ele). Daca nu memorizadm ajungem la expandarea exponentiald, asa cum reiese din arborele de
exemplu de mai sus.
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int calcul (int i, int 3J) {
if (3 == 1+1) {
D[1][3] = 0;
return 0;
} else {
if (D[1i][J] != 0)

return D[i][]];
int sol = INF;
for (int k=i+1;k<j;k++) {
int aux = calcul(i, k) + calcul(k, J) + V[1i]1*V[k]*VI[]j];

if (aux < sol)
sol = aux;
D[i][J] = sol;

return D[i][]];

Aici apelam cu calcul (1, n);

Practic structura din spatele recursivitatii este chiar matricea cu semnificatia anterioara.
Complexitatea in timp este aceeasi la ambele abordari, totusi ne asteptam ca in astfel de cazuri
solutua nerecursiva sa se comporte mai bine in practica.

Redu (https://infoarena.ro/problema/redu)

Pe scurt, avem un sir si la fiecare pas putem alege doua elemente vecine si sa le eliminam.
Elementele fiind litere mici ale alfabetului, se da la intrare o matrice 26x26 prin care se indica
un cost pentru a elimina oricare pereche de doua litere care ar fi vecine in acel moment. Trebuie
sa reducem tot sirul cu un cost minim.

La aceasta problema abordarea este urmatoarea:
- Calculam D[1] [J] = costul minim s& elimindm toata secventa de litere de la indicele i

la indicele 7.

- Pentru a calcula aceasta valoarem ne ganfim care litera de la i+1 la j este cea care se
va imperechea cu prima (se va elimina odata cu ea). Daca aceasta litera este pe pozitia
k, ar trebui sa avem inainte deja eliminate toate literele de la pozitia 1 +1 la k-1 (cu cost
optimD[i+1] [k-11]) si apoi sa eliminam si toate literele de la pozitia k+1 la pozitia j,
optim, valoare care se aflain D[k+1] []]

O alta observatie este ca literele care se elimina deodata cu prima trebuie sa fie asa incat intre
ele este un numar par de litere in sirul initial (literele se elimina cate doua).

Deci avem:
D[i][j]=minim(D[i+1] [k-11+D[k+1][Jjl+cost(V[i],V[k])),cu k=i+1din2in 2.
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lata mai departe o sursa pe aceasta idee:

#include <fstream>
#define INF 100000000
using namespace std;
char s[512];

int al[26][26];

int i, 3, k, L, n;
int d[512][512];

ifstream fin ("redu.in");
ofstream fout ("redu.out"):;

int main () {
fin>>n;
fin>>s;
for (i=0;i<26;1i++)
for (3=0;3<26;j++)
fin>>alil[]j];

for (i=0;i<n-1;1i++)
d[i] [i+1] = a[ s[il-"a' 1[ s[itl]l-'a"' 1;

for (L = 4; L <= n; L+=2) {
i= i+L-1<n;i++) {

(1=0;

J o= 1+L-1;

d[i][j] = INF;

for (k=i+1l;k<=73;k+=2)
dfli]

(J] = min(d[1][]J], d[i+1][k-1] + d[k+1]([]] +
al s[i]-"a' ][ s[k]-"a"' ]

)

fout<<d[0] [n-11;
return O;
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