prof. Marius Nicoli

Recursivitate

Functii recursive procedurale

Sa analizam urmatorul program:

#include <iostream>
using namespace std;

void afisare (int n) {
if (n!=0) {
cout<<n;

afisare(n-1);

int main () {
afisare (3);
return O;

}

Observam ca la definirea functiei, in corpul sau, ea se autoapeleaza. Acesta este principalul mod in care se
realizeaza recusivitatea. Vom vedea ulterior Si alt mod, acela cand o functie ajunge sa se autoapeleze nu direct
ci prin intermediul altei functii (recursivitate indirecta).

Sa analizam efectul acestui program. Majoritatea oamenilor dau raspunsul corect: se afiseaza 321.

Analizam si exemplul urmator:

void afisare (int n) {
if (n!=0) {
cout<<n;

afisare(n-1);
cout<<n;

}

Ramane contextul de mai sus, am modificat doar functia, adaugand o instructiune de afisare dupa autoapel.

n acest caz, majoritatea oamenilor nu dau raspunsul corect :D . latd in continuare o analiza detaliat3, pas cu
pas, a ceea ce se intampla:

Ce se intimpla Memoria Ecranul
Se apeleaza functia cu parametrul 3. Ca la orice 3
incepere de apel de functie, se aloca mai intai Apel afisare (3) | n | 3 |

memorie pentru datele locale, adica o variabila
numita n, cu valoarea 3, apoi se incepe executarea
instructiunilor. Tn acest caz conditia de la i f este
adevarata asa ca se intra pe prima ramura, se
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afiseaza 3, apoi urmeaza instructiunea de apel de
functie (autoapel).

Acum se face iarasi ceea ce necesita un apel de
functie: se alocd memorie pentru datele locale, apoi se
incepe executarea codului. Observati din desenul
alaturat ca memoria alocata pentru datele locale ale
apelului anterior nu s-a eliberat deoarece apelul
afisare (3) nus-aincheiat inca. Siin acest caz
este adevarata expresia de la 1 f asa ca se intra pe
prima ramur3, se afiSeaza 2 Si urmeaza autoapelul
afisare(1l).

Apel afisare (2)

Apel afisare (3)

32

Tinand cont de cele explicate mai sus, memoria arata
ca in tabelul alaturat, se afiseaza 1, apoi se face iarasi
autoapel.

Apel afisare (1)

Apel afisare (2)

=}
N

Apel afisare (3)

321

Apelul afisare (0), dupa ce isi alocd memorie
pentru datele locale (un n cu valoarea 0), incepe sa iSi
execute Si el codul. Acum conditia de la 1 f este falsa
Si s-ar merge pe else. Daca ar fi fost ceva de
executat acolo s-ar face acum, insa in exemplul nostru
nu avem else, asa ca se ajunge la acolada de final
pentru corpul functiei Si aceasta se termind. Stim ca
atunci cand o functie se termina ea isi elibereaza
memoria alocata la inceputul apelului.

Apel afisare

Apel afisare

(0)
Apelafisare (1)
(2)
(3)

Apel afisare

[ [ [l i=)
W N |~ O

321

Dar se termina doar apelul afisare (0), nu toate
celelalte, deci memoria va arata ca alaturat. Apelul
afisare (0), care tocmai s-a terminat, a aparut in
cadrul apeluluiafisare (1) careincanus-a
incheiat Si care isi va continua acum executarea cu
instructiunea de dupa apelul tocmai terminat
afisare (0).Aceasta este a doua instructiune
cout<<n. Dar cat este acum n ? Raspuns:1 deoarece
suntem fnapoi Tn apelul afisare (1) . De altfel,
vedem asta Si in tabelul alaturat uitandu-ne n varful
stivei. Asadar se afiSeaza pe ecran 1.

Apelafisare (1)

Apel afisare (2)

3
N

Apel afisare (3)

3211

Dupa aceasta instructiune de tiparire se ajunge la
acolada de final a instructiunii 1 £ din prima ramura a
apeluluiafisare (1).Astfel se termina 1 f Sicum
dupa el nu mai este altceva intre acoladele functiei, se
termina Si acest apel al functiei. Deci, se elibereaza iar
memoria alocata la acest apel, adica din varful stivei,
aceasta ajungand sa arate ca in tabelul alatural.

Am revenit deci dupa locul in care s-a facut apelul
tocmaiincheiat afisare (1) . Adica, la
instructiunea a doua cout<<n din apelul

afisare (1).Se tipareste agadar pe ecran 2, apoi,
ca Si anterior, apelul afisare (2) se termind.

Apel afisare (2)

Apel afisare (3)

32112

Tinand cont de explicatiile de mai sus, acum se ajunge
sa se afiseze 3, din apelulafisare (3).

| Apel afisare (3)

[ n ]3|

321123




prof. Marius Nicoli

Se incheie Si apelul afisare (3), odata cu el Si
executarea functiei recursive, iar stiva ajunge goal3, la
fel ca la inceput.

Se observa asadar o simetrie, adica intai se afiseaza 321, apoi 12 3, acestea fiind valorile parametrilor care
ajung in stiva, prima data in ordinea de parcurgere, apoi in ordine inversa.
Vom adduga functiei Si ramura e1se, unde tiparim pe n. Adica:

void afisare (int n) {
if (n!=0) {
cout<<n;
afisare(n-1);
cout<<n;
} else
cout<<n;

}

Tinand cont de analiza detaliata de mai sus, se ajunge sa se tipareasca Si pe ramura e1se ceva, adica 0. Acest
lucru se realizeaza dupa ce s-a terminat urcarea in stiva Si inainte sa se inceapa coborarea, adica dupa ce s-au
parcurs parametrii intr-o ordine Si inainte sa se inceapa parcurgerea lor invers. Astfel avem: 3210123.

Putem trage de pe acum concluzia: prin recursivitate avem posibilitatea parcurgerii unui set de date de doua
ori: o data prin instructiunile de pe ramura cu autoapelul, aflate inainte de autoapel, apoi prin cele de pe
ramura cu autoapelul aflate dupa autoapel, in ordine inversa a valorilor parametrilor fata de prima
parcurgere. intre cele doué parcurgeri se executa o singura dat ce se afla pe ramura else.

Tnainte de a trage Si alte concluzii, s& analizdm ce se intdmpla si in cazul cand functia arata ca mai jos:

void afisare (int n) {
cout<<n;
afisare(n-1);

}

Se tipareste: 3210-1-2-3-4-5 ...

Majoritatea oamenilor spun ca se cicleaza infinit Si intr-un fel este adevarat. La o analiza mai atentd, tinand
cont de faptul ca la fiecate autoapel se alocd memorie noua in stiva, Si observand ca niciodata vreun autoapel
nu se termind, tragem cancluzia ca niciodata nu se elibereaza memorie Si se tot aloca. Atunci cand spatiul
rezervat zonei de stiva se epuizeaza programul se termina cu eroare la executare (Stack overflow error).

Trebuie deci avut grija sa conditionam autoapelul Si sa ne asiguram ca ajungem candva incat parametrii fac sa
nu se mai execute autoapel, moment in care incepe intoarcerea, coborarera in stiva.

Exista chiar o teorema care afirma ca oricarei scrieri recursive ii corespunde una repetitiva Si reciproc.

Astfel, putem spune ca, la modul general, o functie recursiva este de forma:

Functie (parametri) {
if (conditie) {
Instructiunil
Functie(valori urmatoare ale parametrilor)
Instructiuni?
} else
Instructiuni3
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e Se executd asadar de mai multe ori numai instructiunil, cat timp valorile parametrilor fac
conditia adevarata.

® Se executd apoi, o singurd data instructiuni3, in momentul in care valorile parametrilor fac
conditia falsa.

e Seexecutd apoi instructiuni2, de acelasi numar de oricaSi instructiunil, darin ordine
inversa a valorilor parametrilor ca in cazul executarilor lui instructiunil.

Altfel spus, liniarizand, avem:

Instructiunil
Instructiunil

Instructiunil
Instructiuni3
Instructiuni?

Instructiuni?

Instructiuni?
Eu cand predau elevilor recursivitatea, pentru a sublinia traversarea de doua ori, in ambele sensuri, a setului de
date format de parametri, folosesc Si urmatorul exemplu.

Daca facem intr-o zi, dus-intors, drumul Craiova-Bucuresti, orasele pe care le traversam, in ordine, sunt:

Bucuresti{Instructiuni3)

- i

Pitesti(lnstructiunil)

Slatina(Instructiunil)

Bals(Instructiunil)

| |

Pitesti(Instructiuni2)

Slatina(Instructiuni2)

Bals(Instructiuni2)

) o T ) o
Craiova(Instructiuni1) Craiova(Instructiuni2)
I v
START STOP

lata si o altd modalitate de a reprezenta ce se intampla la un apel afisare (3) al urmatoarei functii:

volid afisare (int n) {
if (n!=0) {
cout<<n;
afisare(n-1);
cout<<n;
} else
cout<<n;




prof. Marius Nicoli

]

afisare(3)

/_f/ \‘\"\\
/"'/ \\\
.-"/ \.\
s .,
3 Gyl afisare(2) | .13
fz" l"'\.
- o~ . "-\._\MH
#"z -
2 afisare(l) .
~ “"H
‘_,.a"" ",
1 .| afisare(0) |1

i

~
Ly

Obtinem valorile afisate urmand sagetile.

Un alt procedeu pe care oamenii 1l folosesc cu succes in evaluarea unui subprogram recursiv este cel al
substitutiei. Astfel, pentru functia scris@ mai sus avem:

e afisare(3) finseamna:3, afisare(2), 3

Deci trebuie sa vedem mai intai ce efect are afisare(2), pentru a substitui:
e afisare(2) finseamna:2, afisare(l), 2
afisare (1) inseamna:1l, afisare(0), 1

afisare (0) fnseamna: 0.

Acum ne intoarcem Si substituim:

afisare(l): 1, afisare(0), 1 101
afisare(2): 2, afisare(l), 2 21012
afisare(3): 3, afisare(3), 3 3210123

Am prezentat elementele cheie de la o functie recursiva: faptul ca autoapelul trebuie conditionat, ca putem
pune instrutiuni pe ramura cu autoapelul (inainte Si dupa acesta) sau pe ramura cealaltd. Putem insa sa
adaugam instructiuni chiar Tnaintea deciziei sau dupa ea. Un bun exercitiu in intelegerea recursivitatii este sa
va ganditi acum ce efect are un apel afisare (3) pentru functia de mai jos:

void afisare (int n) {
cout<<n; //1
if (n!=0) {
cout<<n;//2
afisare(n-1);
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cout<<n;//3
} else

cout<<n;//4
cout<<n;//5

}

Efectul este afisarea urmatorului sir de valori: 332211000112233.

Asadar, instructiunea 1 fiind Tnainte de i f ea se va executa la fiecare intrare in functie deci Si in cazul in care se
continua pe ramura cu autoapelul dar Si in cazul cand se merge pe cealaltd ramura. Asadar, daca cea de
dinainte de autoapel de pe ramura cu autoapelul se executa de trei ori, cea din fata lui 1 £ se executa odata in
plus. Valorile ingrosate sunt cele afiSate de ea: 332211000112233.

Simetric, instructiunea 5 se executa la fiecare ieSire din functie, indiferent de ramura pe care se executase cod,
deci se executa tot de 4 ori. Valorile ingrosate sunt cele afiSate de ea: 332211000112233.

Exercitii Si probleme rezolvate

1. Scrieti o functie recursiva care afiseaza cifrele unui numar in ordinea in care apar, separate prin cate un
spatiu. De exemplu, un apel £ (352) va avea ca efect afiSarea: 3 5 2.

void f (int n) {

if (n!=0) {

f(n/10);
cout<<n%l0<<™ ";

}

Traversarea cifrd cu cifra se face prin autoapel cu valoarea obtinutd eliminand ultima cifra. Intrucat algoritmul
standard de parcurgere a cifrelor unui numar le obtine de la dreapta, noi decidem sa afisam dupa autoapel
cifra curenta (ultima), tiparindu-le astfel in ordinea de la stdnga la dreapta.

2. Scrieti o functie recursiva cu parametru un numar n care afiseaza mai intai descrescator valorile pare
mai mici sau egale cu n, pe acelasi rand, separate prin cate un spatiu, apoi afiseaza crescator, pe
randul urmator valorile impare mai mici sau egale decat n. Se tiparesc doar valorile nautale nenule. De
exemplu, un apel £ (8) ar trebui sa aiba efectul:

8 6 4 2
1 357

volid f (int n) {
if (n!=0) {

if (n%2 == 0)
cout<<n<<" ";
f(n-1);
if (n%2 != 0)
cout<<n<<" ";
} else

cout<<"\n";

}

Noi traversam mai intai descrescator numerele de la n la 1 dar decidem sa le afisdm doar pe cele pare, cu
spatii intre ele. La revenire le afiSam pe cele impare, tot cu spatiu intre ele, deci le obtinem in ordine
crescatoare. Pe ramura else, al carei cod se executa o singura data, la mijloc, vom tipari un enter.
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3. Consideram urmatoarea secventa de cod:

cin>>n;

i=1;

while (i<=n) {
cout<<i;
i++;

}

Scrieti un program care rezlizeaza acelasi lucru printr-o functie recursiva.

#include <iostream>
using namespace std;
int n;
void f (int 1) {

if (i<=n) {

cout<<i;
f(i+1);
1
}
int main () {
cin>>n;
£(1);
return 0;
}

Scopul acestui exercitiu este acela de a arata un mod de “traducere” dintr-un cod repetitiv, mai usor de scris, in
unul recursiv.

Observam:

e Contorul repetitiei - 1 - este parametru la recursivitate (variabila a carei valori valori se modifica de la
un autoapel la altul);

Modul de actualizare pentru contor este in legatura cu modul de autoapel: i ++ £f(i+1);
Conditia de la repetitie este aceeasi cu cea de la conditionarea autoapelului;

Initializarea contorului (1 = 1) are drept corespondent modul de apel initial ( £ (1) ).

Instrutiunea subordonata repetitiei este cea care se doresSte a se executa la fiecare autoapel
(cout<<i).

Tn momentul preddrii recursivitatii oamenii isi pun intrebarea: de ce trebuie s& mai invat cum fac recursiv daca
am varianta repetitiva echivalentd? in plus, se observa ca la recursivitate se consuma Si oarecare timp cu
alocarea/eliberarea de memorie in stiva.

Motivul principal (Si decisiv) pentru care este extrem de importanta recursivitatea este dat de usurinta cu care
putem trata problemele ce necesita structuri neliniare precum arbori, grafuri. Codul de a vizita repetitiv astfel
de structuri este infinit mai dificil de scris decat prin recursivitate.

4. Care este efectul urmatorului program?

#include <iostream>
using namespace std;
int maxim;
void £ () {

int x, s, Vs
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cin>>x;
if (x 1= 0) {
s = 0;
y = X;
while (y) {
s += y%10;
y /= 10;
}
if (s > maxim)
maxim = s;
()
if (s == maxim)
cout<<x<<" ",
} else
cout<<maxim<<"\n";
}
int main () {
maxim = 0;
£0) 7
return 0;
}

Acest program cere sa introducem numere pana se va da de la tastatura valoarea 0. Apoi se afiSeaza valoarea
maxima pentru suma cifrelor vreunui numar introdus precum si numerele cu suma cifrelor maxima, pe randul
urmator, separate prin spatiu Si in ordine inversa a introducerii.

Cum de se obtine asta? Functia nu are parametri dar are variabile locale in care pastreaza pentru revenire
valori setate Tnainte de autoapel. Cele mai importante dintre acestea sunt x Si s. In x se citesc toate numerele
Si se lasa in stiva. La calculul sumei cifrelor se foloseSte cate o copie a numarului citit, y. Valorile s calculate
inainte de autoapel ramanand si ele in stiva (s este variabila locald, deci fiecare autoapel cu s — ul lui), pot fi
comparate direct cu maxim dupa autoapel, fara a mai fi necesara recalcularea sumei cifrelor.

Variabila max im este globald, toate sumele obtinute comparandu-se cu valoarea din aceasta. AfiSarea pe
else aluimaxim, iar a celorlalte valori dupa autoapel, face sa obtinem pe ecran mai intai maximul Si apoi
valorile care il dau, in ordine inversa.

Din punct de vedere al memoriei ocupate, tindnd cont ca pana se introduce 0 se tot aloca straturi in stiva, este
ca Si cum am fi alocat trei vectori, unul cu valori s, unul cu valori x si altul cu valori y.

Functii recursive operand

Pornim de la urmatorul exemplu, in care se calculeaza factorialul unui numar natural:

#include <iostream>
using namespace std;
int maxim;
int fact (int n) {
if (n!=0)
return n * fact(n-1);
else
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return 1;

}

int main () {
cout<<fact (3);
return 0;

}

Sa analizam in detaliu ce se intdmpla de fapt.

Apelul fact (3) face sa se intre pe prima ramurd a lui 1 f, asadar se va returnan*fact (2). Pentru
evaluarea acestei expresii este necasar sa se calculeze fact (2) . Avem asadar intai autoapel, apoi se va
returna rezultatul. Similar, pentru calculul fact (2) seintrd tot pe prima ramurd a lui 1 £ Si mai intdi se
calculeaza fact (1) Siapoiacest rezultat se inmulteSte cu 2 etc. lata, reprezentat cumva grafic acest

mecanism:

fact (3)
R (B
1

fact (2)
2 K E
T

fact (1)
L
1

fact (0)

Ordinea in care se fac inmultirile efectiv este de la 1 spre 3.

Care ar fi efectul functiei dacd nu am pune ramura else?

int fact(int n) {
if (n!=0)
return n * fact(n-1);

}

Tn acest caz, la executarea fact (0) nu s-ar executa return, adicd suntem in cazul unei functii operand din
care se iese fara a se executa return. Cunoastem ca valoarea este una neprevazuta, ca in cazul unei date
locale neinitializate de noi. Aceasta valoare se inmulteste in continuare cu 1, 2, 3 iar n final se obtine ceva de

genul:
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“valoare neprevazutd” * 1 * 2 * 3, asadarin final tot neprevazut este rezultatul.

Concluzia este ca in cazul functiilor recursive operand trebuie sa avem prevazut executarea de return
indiferent de ramura pe care se intra.

Cu toate ca nu are importanta practica ordinea n care tratdm cele doua ramuri la recursivitate, programatorii
trateaza de cele mai multe ori mai intai ramurile directe in cazul in care acestea exista. Cum in cazul functiilor
operand acestea sunt obligatorii, de regula scrierea functiei de calcul al factorialului o intalnim mai des astfel:

int fact(int n) {
if (n==0)
return 1;
else
return n * fact(n-1);

Spuneam fn alt capitol ca putem gasi o echivalenta intre trei lucruri:

e Functiile recursive
e Inductia matematica
e Sirurile recurente

lata o analiza n sprijinul acestei afirmatii.
Fie sirul factorialelor1, 1, 2, 3, 6, 24, 120, ..
Acesta poate fi scris recurent:

1, dacan =0

" n *fn_1 dacan > 0

Dacé ne gandim la modul in care citim relatia de recurentad de mai sus ne dam seama ca este cam totuna cu
ordinea in care facem lucrurile la scrierea unei functii recursive operand.

De multe ori, pentru scrierea unei functii recursive operand este poate mai simplu sa dam semnificatie numelui
functiei ca si cum ar fi termenul general al unui Sir recurent, apoi sa scriem relatia de recurenta pentru acel sir
Si ulterior sa o “traducem in limbaj”.

lata un alt exemplu: Dorim s& scriem o functie recursiva care sa caculeze suma cifrelor unui numar.
Mi intai stabilim: suma,, = suma cifrelor numarului n.

- Scriem apoi urmatarea relatie de recurenta:

10
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n, dacanareo cifra

suma =
n

suma . . 4+ ultimacifraaluin, dacan aremai mutdeo cifra
n fard ultima cifra

- Traducemin C/C++ scriind o functie pe baza relatiei de recuranta:

int suma (int n) {
if (n < 10)
return n;
else
return suma (n/10) + n%10;

}

Si la functiile recursive, dar si la relatiile de recurenta, pe langa ramura generala avem Si ramura directd, de
pornire. Asa se intampla Si la inductie: Rezolvam cazul n folosindu-ne de cazul n-1, dar trebuie s avem i un

caz rezolvabil direct.

Exercitii Si probleme rezolvate

1. Scrieti o functie recursiva care calculeaza numarul de cifre impare ale unui numar natural transmis ca

parametru.
int cimp(int n) {
if (n == 0)
return 0;
else
if (n%2 == 1)
return 1 + cimp(n/10);
else
return cimp(n/10);
}

Mai sus este rezolvarea corecta, dar merita discutata si urmatoarea situatie: la o astfel de functie unii elevi
uita sa trateze cazul care mai sus apare al treilea. Care aste efectul ? Cat timp sunt cifre impare la final, se face
autoapel (notdndu-se ca la intoarcere sa se adune 1). La intdlnirea primei cifre pare nu se mai face autoapel
dar nu se mai face nici return. Asa ca se intoarce o valoare neprevazuta la care se aduna atatia de 1 cate
cifre impare sunt la finalul numarului. Deci rezultatul final este neprevazut.

2. Scrieti o functie recursiva operand care care verificd dacd un numar are toate cifrele impare. in caz
afirmativ functia trebuie sa returneze 1, in celdlalt caz rezultatul sdu sa fie 0.

int verif (int n) {

if (n < 10)
if (n%2 == 0)
return 0;
else
return 1;
else
if (n%2 == 1)
return verif (n/10);
else

return O;

11
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Unii oameni scriu lucrurile ca mai jos:

int verif (int n) {
if (n == 0)
return 1;
else
if (n%2 == 1)
return verif (n/10);
else
return 0;
}

Semnificatia conditiei n==0 la algoritmii ce parcurg cifrele unui numar este ca s-au terminat cifrele. La
problema noastra de verificare, tot facand autoapel cand cifra este impara si intorcandu-ne cu 0 cand gasim
una pard, inseamna c& daca se termina cifrele trebuie returnat 1. Tnsa in cazul particular c& numarul initial de
testat este chiar O, varianta a doua ar returna 1 Si nu ar fi corect. n rest, cele doud sunt echivlente.

La ambele strategia folosita a fost ca, daca la pasul curent cifra este impara sa lasam rezultatul in sarcina a
ceea ce ofera autoapelul. Faptul ca returnam 0, fara autoapel in cazul gasirii unei cifre face ca functiile sa
simuleze varianta repetitiva in care facem break la gasirea unui element ce contrazice presupunerea initiala.

Functii recursive care intorc valori prin parametri

Sa facem discutia in jurul urmatorului exemplu: Scrieti o functie procedurala care are doi parametri, prin primul
primeste un numar iar prin al doilea ofera programului apelant factorialul numarului primit prin primul
parametru. Am vazut mai sus cum se scrie o functie operand care sa calculeze factorialul:

int fact (int n) {
if (n==0)
return 1;
else
return n * fact(n-1);
}

Daca prezentam lucrurile mai didactic, observam ca acestea stau ca mai jos:

int fact (int n) {

if (n==0)
return 1;
else {
int rezultatAnterior = fact(n-1);

return n * rezultatAnterior;

}

Adica, daca se poate face direct calculul, returndm imediat, altfel, stocdm rezultatul autoapelului intr-o

variabild, apoi compunem rezultatul apelului curent pe baza rezultatului autoapelului Si pe baza contributiei la
rezultat a apelului curent.

12
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Dacd am face calculul cu functie procedurald, in loc sa returnam, rezultatul il 1&sdm in parametrul

corespunzator in loc sa il returnam prin functie:

void fact(int n, int &rezultat) {
if (n ==

else {
int rezultatAnterior;
fact (n-1, rezultatAnterior);
rezultat = n * rezultatAnterior;

}

Tn acest caz suntem obligati, ca lucrurile sa fie bine la final, ca pe ambele ramuri s& ddm o valoare corecta
parametrului rezultat. Daca in exemplul de mai sus nu am face asta pe prima ramura, ar fi gresita pornirea Si

s-ar produce exact ,valoare neprevazuta” * 1 * 2 * 3 ..

“Valoare neprevazutd” se datoreaza faptului ca parametrul rezultat pe care noi nu il setam este chiar variabila

rezultatAnterior de la penultimul autoapel care este declarata local si neinitializata.

Mai detaliat, lucrurile stau ca in desenul de mai jos:

X

h\ )

Wkpelfactla,."]

rezultat | rezultatAnterior

3 -
Z
Apel){cttz, ..)
n rezuﬁat rezultatAnterior
3 .
//
Apel fact(1, ...)
rezuffat | rezultatAnterior
3 P
/

L

) Apel?(_t[{), ...)
n__ | rezultat | rezultatAnterior
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Exercitii $i probleme rezolvate

1. Scrieti o functie recursiva care primeste printr-un parametru un numar natural Si care returneaza prin
alti doi parametri cifra maxima si pe cea minima ale numarului primit. Scrieti Si un program in care
folositi functia.

#include <iostream>

using namespace std;

vold calcul (int n, int &cmax, int &cmin) {
if (n < 10) {

cmax = n;
cmin = n;
} else {

int cmaxAnt, cminAnt;
calcul (n/10, cmaxAnt, cminAnt):;
if (n%10 > cmaxAnt)

cmax = n%10;
else

cmax = cmaxAnt;
if (n%10 < cminAnt)

cmin = n%10;
else

cmin = cminAnt;

}

int main () {
int maxim, minim;
calcul (132, maxim, minim);
cout<<maxim<<" "<<minim;
return 0;

}

Solutia implementeaza modul de lucru descris la prezentarea anterioard. Observam ca avem doud rezultate
oferite de functie.

Recursivitate cu doua sau mai multe autoapeluri

Continutul de pana acum al materialului cuprinde doar functii recursive in care instructiunea de autoapel apare
o singura data. Este permisa aparitia acestuia Si de mai multe ori. Sa analizam urmatoarea functie in contextul
unui apel al sau: £ (3) ;

void f (int n) {
if (n!=0) {
cout<<n;
f(n-1);
cout<<n;
f(n-1);
cout<<n;
} else
cout<<n;

14
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Practic, la forma generala cu un autoapel, dezvoltata in detaliu in prima parte a materialului, am adaugat pe
ramura cu autoapelul inca un autoapel urmat de afisarea parametrului.

Majoritatea oamenilor se incurca rau daca incearca sa deduca ce se afiseaza urmarind pas cu pas sau folosind
metoda cu simularea a ceea ce se intampla in stiva.

Pentru aceste situatii se recomanda folosirea metodei substitutiei, sau chiar metoda desenarii. Vom studia mai
departe functia cu fiecare dintre ele.

e f(3): 3 £(2) 3 £(2) 3

e f(2): 2 £(1) 2 £(1)

e f(l1): 1 £(0) 1 £(0) 1

e f(0) 0

e Substituind invers obtinem:

e f(1): 1 £(0) 1 £(0) 1 10101

e f(2): 2 £(1) 2 £(1) 2 2101012101012

e f(3): 3 £(2) 3 £(2) 3 32101012101012321010121010123

Am putea continua, la £ (4) obtinem:
4321010121010123210101210101234321010121010123210101210101234

Trebuie observat ca de la o valoare la alta a parametrului, numarul de valori care se afiSeaza se dubleaza.
Acest lucru ne arata ca numarul de operatii in cazul recursivitatii cu mai multe autoapeluri creste exponential.
Tn acest caz numarul de operatii este chiar de ordinul 2.

lata si o analiza folosind metoda desenarii:

£(3)

0 0 —m0 0 -0 —m 0

e Gt e den

Valorile de afigat se obtin urmand sagetile. Putem justifica natura exponentiala a algoritmului prin faptul ca
daca urcam cu 1 valoarea parametrului trebuie practic sa dublam figura curenta.
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Dar motivul principal pentru care am tinut sa prezentam Si acest mod grafic este pentru a sublinia structura
arborescenta care se formeaza prin aceasta functie recursiva cu doua autoapeluri (aici ese vorba despre un
arbore binar, adica fiecare nod are doi fii). Pe de alta parte, codul care produce acest arbore este foarte usor
de scris. Spuneam mai sus ca unul dintre avantajele recursivitatii este usurinta cu care parcurgem structuri
neliniare Si sprijinim afirmatia cu acest exemplu.

Exercitii Si probleme rezolvate

1. Cunoastem ca sirul lui Fibonacci este definit recurent astfel:

1, dacianestelsau?2

f ,+f ,dacin>2

Scrieti o functie recursiva care calculeaza termenul n al acestui Sir.

int f£(int n) {
if (n==1 || n==2)
return 1;
else
return f(n-1) + f£(n-2);

}

Solutia de mai sus reprezinta “traducerea” relatiei de recurenta in recursivitate asa cum am aratat intr-un
paragraf anterior ca putem face. DeSi este poate cel mai comod mod in care putem calcula un termen din Sirul
lui Fibonacci, este Si unul destul de neperformant. Fiind vorba de recursivitate cu doua autoapeluri timpul de
calcul devine exponential. Ne putem imagina ca se formeaza un arbore de autoapeluri ca acela desenat mai
sus Si acelasi termen cu corespondent mai jos in arbore ajunge sa se calculeze, inutil, de foarte multe ori
(mereu cu acelasi rezultat). Pentru aceasta problema nu se recomanda solutia de mai sus ci cunoscuta
abordare repetitiva in care se pastreaza mereu ultimii doi termeni calculati.
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