prof. Marius Nicoli

Range minimum query (RMQ)

Enuntul problemei: Se da un sir de valori numerice si mai multe interogari de aflare minim pe
secvente oarecare din sir.

Notam cu v tabloul in care se memoreaza elementele sirului si cu n numarul de elemente.
Presupunem céa acestea sunt stocate incepand cu pozitia 1. Notam cu m numarul de intrebari si
consideram ca fiecare dintre acestea este precizata prin indicii de inceput si de final notati st si
dr (st <= dr).

Observam ca intrebarile se pun fara ca intre timp sirul sa se mai modifice. incadram deci
problema la capitolul “operatii statice pe siruri”.

Solutia bruta presupune ca la fiecare interogare sa determinam maximul din secventa data,
printr-o parcurgere de la indicele st la indicele dr.

fin>>n>>m;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>vi[i];
for (i=1;i<=m;i++) {
fin>>st>>dr;
minim = INF;
for (j=st;j<=dr;j++)
if (v[J] < minim)
minim = v[]j];
fout<<minim<<"\n";

Timpul de calcul este de ordinul n*m, iar pe date mari programul va rula lent.

O solutie mai buna se poate obtine folosind arbori de intervale. Structura de date necesita insa
cunostinte de programare mai avansata si ofera timp de calcul de ordin logaritmic (in n) pentru
fiecare interogare, precum si timp de calcul de ordin n 1og, n pentru pregatirea structurii.

Prezentam in continuare o solutie care necesita o preprocesare cun log, n timp si memorie
dar pentru care rezultatul la fiecare intrebare se poate obtine in timp constant.

Intrucat elementele vectorului nu se mai modificd in timpul interogérilor, putem reorganiza de la
inceput datele intr-un mod convenabil tipului nostru de interogari (minim pe secvente).

Probabil ne gandim mai intai la sume partiale. Daca am fi avut nevoie de sume pe secvente,
puteam precalcula un sir de sume partiale (s [1] = suma elementelor din v de la pozitia 1 la
pozitia 1) si la fiecare interogare am fi raspuns in timp constant (s [dr]-s[st-11). Calculul lui
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s ar necesita timp constant, realizadndu-se la citire printr-o instructiune suplimentara de atribuire
(s[i] = s[i-1] + vI[i]).

Fiind vorba despre minime, realizarea de “minime partiale” nu ne-ar ajuta (minimul din secventa
dela 1l la i s-arobtine usor,minim(i] = min (v([i], minim[i-1]))dar nu ne-ar fi util
pentru a obtine minimul din secventa de la st la dr (nu putem decide minimul din secventa
folosind minim[dr] Siminim[st], cain cazul sumei)).

Vom folosi alta abordare, care ne ofera timp de executare constant pentru fiecare
intrerogare.

Pentru fiecare pozitie 1 din v, vom calcula mai multe minime. Pentru fiecarte secventa de
lungime putere de 2 care incepe la pozitia i, vom calcula minimul dintre elementele ei.

De exemplu, pentru datele de intrare:n = 11siv = (4, 2, 7, 8, 3, 5, 9, 1, 6, 2, 9),si
pentru pozitia 3 (acolo unde este valoarea 7) vom valcula 4 valori:
- minimul unei secvente de lungime 1 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7), cu valoarea 7;
- minimul unei secvente de lungime 2 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7, 8), cu valoarea
73
- minimul unei secvente de lungime 4 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7, 8, 3, 5), cu
valoarea 3;
- minimul unei secvente de lungime 8 ce incepe la pozitia 3 (secventa: 7, 8, 3, 5, 9, 1, 6,
2), cu valoarea 1;
Deci, pentru fiecare pozitie din v vom avea maxim 1og,n minime de calculat (atatea puteri de 2
sunt mai mici sau egale decét n).
Astfel, vom obtine o matrice r[p] [1] = minimul din v pentru elementele dintr-o secventa
de lungime 2? care incepe la pozitia i.
Valorile de pe linia 0 a acestei matrice vor fi minimele unor secvente de lungime 1 care incep in
sirul dat la indicele din dreptul valorii, valorile de pe linia 1 reprezintd minimele unor secvente de
lungime 2, cele de pe linia 2 reprezinta minimele pentru secvente de lungime 4 etc.

Pentru vectorul v exemplificat mai sus, matricea r ar fi:

v 4 2 7 8 3 5 9 1 6 2 9
r:

2° 4 2 7 8 3 5 9 1 6 2 9
21 2 2 7 3 3 5 1 1 6 2 9
27 2 2 3 3 1 1 1 1 2 2 9
23 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 9
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Deci indicii de coloana reprezinta indici din v, adica locuri unde incep secventele de lungime
putere de 2 pentru care se calculeaza minime. Indicii de linie reprezintd exponenti ai puterii de 2
ce da lungimea secventelor pentru care se stocheaza informatii pe acea linie.

O alta observatie: elementele de pe linia 0 a lui r sunt chiar elementele sirului dat.

Promitem asadar ca daca am reusi sa memoram minime pentru un numar de ordinn log, n
secvente dintre cele n” care sunt in total, am putea apoi sa aflam minimul din oricare alta
secventa in timp constant (fara repetitii suplimenrare la fiecare interogare).

Sa vedem mai departe cum realizam acestea. Mai intai vom arata cum construim valorile din r
iar in etapa a doua vom arata cum ne folosim de r pentru a realiza interogarile.

Modul de calcul pentru r.
Asadar linia 0 o initializam cu valorile sirului de la intrare. In practica putem face asta direct de
la citire, astfel nici nu mai e nevoie de declararea vectorului v.

int r[17][100010];

fin>>n;

for (i=1;i<=n;i++)
fin>>r[0][1];

Observam modul in care declaram matricea in care structuram datele pentru rmg (numarul de
linii este de ordin 1og, din numarul de coloane).

Pentru a construi elementele de pe celelalte linii este esentiala urmatoarea observatie: orice
secventa pentru care calculam minimul pe linia i (deci care are lungimea 2*) se obtine

concatenand doua secvente pentru care avem informatii pe linia 1 -1 (deci de lungime 2**).

Pentru o mai buna intelegere este utila analizarea datelor din urmatorul tabel:

indici: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
r:
20 4 2 7 8 3 5 9 1 6 2 9
21 2 2 7 3 3 5 1 1 2 2 9
27 2 2 3 3 1 IIIII 1 1 2 2 9
23 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 9




prof. Marius Nicoli

Concret, elementul r [3] [2] trebuie sa memoreze minimul din toata secventa hasurata sus,
adica de lungime 2° si care incepe la pozitia 2. Aceasta secventa este formata din cea de
lungime 2° care incepe la pozitia 2 si din cea de lungime 27 care incepe la pozitia 6. Minimele
din aceste doua jumatati ale ei se afla in elementele r[2] [2] respectiv r[2] [6].

Asadar, valoarea r [3] [2] = min (r[2][2], r[2][6]).

Privind la general, un element de pe linia p se calculeaza ca minimul a doua elemente de pe
linia p-1.

ripl[i] = min (r[p-11[1i], rlp-11[i+2°7"]).

Avand deja linia 0 cunoscuta nu ne ramane decat sa calculam valorile linie cu linie, in ordinea
crescatoare a indicilor de linii. Valoarea 2°~* se poate calcula direct folosind operatorul de
deplasare la stdnga pe biti (1 << (p-1) ).

O ultima observatie Tnainte de a prezenta secventa de cod: la determinarea minimului dintre
cele doua elemente de pe linia anterioara trebuie sa ne asiguram ca exista cel din dreapta, fiind
suficient sa testamca i+ (1 << (p-1)) sa fie mai mic sau egal cu n.

for (p=1; (1<<p) <= n; pt+)
for (i=1;i<=n;i++) {
rlpl[i] = rlp-1]11[1];
if (1 +(1<<(p-1))<=n && r(p]l[i] > rlp-1][i+ (1<<(p-1))1)
rlpl[i] = rlp-1]1[1 + (1<<(p-1))1;
1

Ca detaliu de implementare, am putea stoca intr-o variabila valoarea coloanei elementului din
dreapta de pe linia anterioara, astfel obtinem un cod mai clar si mai rapid.

for (p=1l; (1<<p) <= n; pt+)
for (i=1;i<=n;i++) {
r[pl[i] = rlp-1]1[1];
int j = 1 +(1<<(p-1));
if (j<=n && rlpl[i] > rip-11[31)
rlplli] = rlp-11031;

Este acum mai vizibil ca am construit o structura de date care ocupa memorie de ordin
n*log,n si timpul de executare pentru acest lucru este de acelasi ordin.

Trecem acum la etapa a doua, sa vedem cum o folosim structura construita.
Noi primim la fiecare interogare capetele unui interval, [st, dr] care, evident, nu este neaparat
de lungime putere de 2.

O prima ideea ar fi sa descompunem numarul L. = dr-st+1 (lungimea intervalului) in baza 2,
adica scriindu-l ca suma de puteri de 2, putem sa aflam minimul sau folosind minimele din
intervalele corespunzatoare, acestea fiind de lungime putere de 2 (deci le regasim in r).
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Descompunerea unui numar in baza 2 are insa timp de calcul de ordin logaritmic, ori noi ne-am
propus sa raspundem la fiecare interogare in timp constant.

Pentru acest lucru, sa consideram cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala decat L
(notam cu len aceasta valoare). Aceasta putere de 2 este totodata mai mare decat jumatatea
lungimii intervalului (altfel nu ea ar fi cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala cu L, ci

dublul ei).
Acum sa considera, intervalul de lungime len care incepe la pozitia st si pe cel de lungime

len care se termina la pozitia dr.

St=10
Dr = 30 lungimea secventei este 21. Cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala cu 21 este
16. Afirm ca Aceasta putere de 2 este mai mare decat jumatatea lungimii secventei

R
st dr-len+1

I l |
——

len =2°

len=2°

Aceste doua intervale acopera in intregime intervalul [st, dr], iar faptul ca se suprapun la
mijloc nu ne incurca. Pentru fiecare dintre cele doua intervale noi avem céte un elementin r
unde este stocat minimul secventei corespunzatoare.

Sa notam cu e exponentul puterii lui 2 egala cu len: 2¢ = len

Elementul din r care stocheaza minimul din secventa care incepe la pozitia st si are lungimea
2¢ este r[e] [st] iar elementul care stocheaza minimul din secventa de lungime len care se
termina la pozitia dr este r[e] [ dr - (1<<e) +1 ].Formula provine din faptul ca noi

trebuie sa indicam inceputul secventei (care are lungimea len si se termina la pozitia dr) - nu

uitdm ca len este o putere de 2.
Astfel, la o interogare de forma: care este minimul din secventa care incepe la pozitia st si se

termina la pozitia dr, raspunsul este: min (r[e] [st], r[e]l[ dr - (1<<e) +1 1),
adica minimul dintre doua valori precalculate deja anterior.

Ultimul lucru care ne mai incurca este: cum aflam valoarea e (exponentul celei mai mari puteri
de 2 mai mica sau egala cu o valoare data).
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O prima solutie ar fi sa ne folosim de functii de calcul al logaritmului care se gasesc in biblioteca
de functii matematice. Acestea implica operatii cu numere reale si sunt in general lente, lucru
vizibil mai ales daca sunt apelate de multe ori.

Solutia pe care noi o alegem este sa precalculam valorile e pentru fiecare numarde la 1 la n.
Astfel, vom construi un vector E, in care E[1] = exponentul celei mai mari puteri de 2 mai mica
sauegaldacui.E[1i] = 1 + E[i/2]. Intuitiv este destul de evident (la dublarea valorii,
exponentul puterii lui 2 creste cu 1). Pornind cuE[1] = 0, putem calcula dinainte vectorul E
ca o etapa de precalculare:

Programul complet este:

#include <fstream>
#define INF 1000000000
using namespace std;
ifstream fin ("rmg.in");
ofstream fout ("rmg.out");
int r[17][100010];
int E[100010];
int n, m, i, j, st, dr, minim, p, e, len;
int main () {

fin>>n>>m;

for (i=1;i<=n;i++)

fin>>r[0]1[1i]1:;

for (p=1l; (1<<p) <= n; p++)
for (i=1;i<=n;i++) {
rlpl[i] = rlp-111[1];
J =1+ (I<<(p-1))~;
if (3 <= n && rlplli] > rip-111[31)
rlpll[i] = rlp-111[31;
1
E[1] = 0;
for (i=2;1i<=n;i++)
E[i] =1 + E[i/2];

for (i=1;i<=m;i++) {
fin>>st>>dr;
e = E[dr-st+1];
len = (1<<e);
fout<<min (r[e] [st], rl[e][dr-len+1])<<"\n";
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RMQ 2d
Vom aplica tehnica folosind o problema de pe infoarena.ro, devenita clasica:

https://infoarena.ro/problema/plantatie.

Aici avem data o matrice si interogarile sunt submatrice patratice ale ei pentru care trebuie sa
determindm elementul maxim (evident ca structurile pot fi folosite la fel si pentru maxim si
pentru minim).

Vom nota cu A matricea data (pentru simplitate in problema plantatie ea este patratica, cu n linii
si n coloane). Pentru o interogare vom folosi notatia (i, j, 1at) cu semnificatia: sa se
determine valoarea maxima din submatricea patratica avand coltul stanga-sus (1i,7) si latura
lat.

in etapa de precalculare, pentru fiecare pozitie (i,7) din matricea data A, vom calcula maximele
din toate submatricele patratice care au coltul stanga sus in (i,7) si care au latura putere de 2.
Vor fi 1og,n astfel de submatrice.

Asadar vom avea o matrice tridimensionala de dimensiune n°log,n.

Asa cum la cazul unidimensional pentru fiecare pozitie de 1 determinam minimele din secvente
care incep la pozitia 1 si au lungime putere de 2, la cazul bidimensional pentru fiecare pozitie
(1,7) din matrice determindm maximele din toate submatricele patratice care au coltul
stdnga-sus (1i,j) si au laturi cu lungimea putere de 2.

Pentru o mai buna intelegere, sa exemplificam.
Fie matricea A:

3 3 3 3 3 3 3 3 3 r[0][2][3]

3 3 3 3 3 3 3 3 3 r{l1][2][3]

R
w
N
w
.\l
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1 3 3 1 3 3 3 2 3

In partea dreapt& avem toate valorile calculate pentru submatrice cu coltul stanga-sus in pozitia
2,3.

Pentru a realiza precalcularea ne folosim de aceeasi observatie ca si la vectori: o putere de 2
se poate compune din exact doua puteri de 2 cu exponent cu 1 mai mic. Aici un patrat cu latura
putere 27 il vom descompune in cele 4 “sferturi” care sunt fiecare patrate de latura 27+,

Astfel r [p] [1] [j] va fi maximul dintre urmatoarele 4 valori:

r{p-11[1]11[7]
rip-11[1i+2°7'] [J]
rp-11[1] [J+2°7]
rip-1] [i+2°71] [§+2°7]

Extinzand de la vectori, ne imaginam ca avem 1og,n matrice (fiecare de nxm) una peste alta, si
un element al unei matrice (aflaté pe pozitia p in sirul matricelor) se calculeaza in functie de 4
elemente ale matricei anterioare (cea de pe pozitia p-1).

Matricea 0 este chiar matricea data (valorile corespund unor submatrice patratice de latura 1 =
29).

Pentru a le calcula pe celelalte una din cealaltda avem urmatorul cod in care implementam cele
spuse mai sus.

for (int p=1,lat=2; lat<=n; p++,lat*=2) {
for (int 1l1=1;il<=n-lat+1;1il++) {

for (int jl=1;jl<=n-lat+1l;jl++){

i2=il+ (lat>>1);

J2=91+ (lat>>1);

rpl[11]1[31] =

}

Ca detaliu de implementare, am ales ca in forul cu log pasi s& calculam simultan puterea de 2 si
exponentul.

Odata realizata precalcularea vom folosi un rationament similar pentru a raspunde la interogare.
Reluam contextul: avem precalculata matricea tridimensionala r si avem o interogare de forma
(1, j, L) care specifica o submatrice patratica de latura L si care are coltul stanga sus (1,7)
pentru care dorim sa aflam minimul.
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Vom considera 1en = cea mai mare putere de 2 mai mica sau egala cu . (hotam cu e
exponentul acestei puteri). Vom determina minimul cerut folosind 4 valori din r care corespund
la 4 submatrice patratice de latura 2°°* si care se suprapun peste colturi ale submatricei
patratice de latura L pe care facem interogarea. Evident ca aceste 4 submatrice se suprapun

putin in mijloc dar acest lucru nu ne incurca, este important ca ele asigura minimul din toata
submatricea de dimensiune L si ca nu iau in calcul elemente din afara ei.

len

len=2¢

L
lata o sursa completa dintre cele trimise pe infoarena la problema plantatie.

#include <fstream>
#define DIM 502

using namespace std;

int n,m,il1,i2,31,32,1lat, L, len, k;
int r[10] [DIM] [DIM];
int E[DIM];

inline int maxim(int a, int b) {
return (a>b ? a : b);

int main () {
ifstream fin("plantatie.in");
ofstream fout ("plantatie.out");
fin>>n>>m;
for (int i=1;i<=n;i++) {
for (int j=1;j<=n;j++){
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fin>>r [0] [i]1[]J];
}
}
for (int p=1,lat=2; lat<=n; p+t+,lat*=2){
for (int il=1;il<=n-lat+1;1il++) {
for (int jl=1;jl<=n-lat+1l;j1++) {
i2=1il1+ (lat>>1) ;
Jj2=71+ (lat>>1);

ripl [i1]([J1] max (

for (;m;m--) {

fin>>1i1>>31>>L;

k = E[L];

len = (1<<k); /// cea mai mare putere de 2 <= latura

/// patratului de la interogare

i2 = il+L-len;

j2 = jl+L-len;

fout<<max (
max (r[k][11]1[]j1
max (r[k] [12] [J1],r[k][12][]j2])

)<<"\n";

~
=
o
-
[

(-]
N

~

}

return O;

}
n concluzie avem timp de ordin n*1log,n in etapa de preprocesare (+memorie de acelasi ordin)
dar obtinem timp constant de raspuns la interogari.

RMQ2d cu interogari pe dreptunghiuri

Asa cum este scris in titlu, diferenta fata de problema anterioara este ca avem interogare pe un
dreptunghi si nu pe un patrat.

Vom face analiza folosind problema euclid de pe infoarena
(https://www.infoarena.ro/problema/euclid).

Enuntul pe scurt: se da o matrice cu m linii si n coloane (cu elemente naturale) si trebuie sa
determinam un dreptunghi cu h linii si w coloane in care cmmdc al tuturor elementelor sale sa
fie cat mai mare posibil.

10
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Este acum ocazia sa subliniem ca trucul de RMQ functioneaza nu numai la maxime si minime pe
scevente ci si la cmmdc (precalculdam cmmdc pentru toate secventele de lungime putere de 2).
Revenind la problema pe care o analizam in acest paragraf, va invitdm sa studiati in primul rand
descrierea oficiala a solutiei sale, foarte frumoasa, care se gaseste pe infoarena
(https://www.infoarena.r mmer-challenge-2007/solutii/runda-2).

Venim si noi aici, in continuare, cu cateva explicatii.

Deci, o prima abordare este sa construim o matrice cu 4 dimensiuni, in care un element
D[1i][j][ei] [e]] reprezintd informatia dorita (cmmdc la noi) pentru un dreptunghi ce are
coltul stanga-sus la linia i si coloana j si care are 2°* linii si 2°7 coloane. Astfel, daca avem o
interogare pe o submatrice cu h linii si w coloane, ne intereseaza cea mai mare putere de 2 mai
mica sau egala cu h (sa notdm eh exponentul ei) si cea mai mare putere de 2 mai mica sau
egala w (notam ew exponentul ei). Pentru a afla cmmdc pentru un dreptunghi de dimensiuni
(h,w) ne intereseaza valorile precalculate din cele 4 dreptunghiuri de dimensiuni (2¢", 2°)
suprapuse peste colturile dreptunghiului de la interogare.

La aceasta solutie avem nevoie de memorie de ordin m*n*1log,m*log,n. Timpul de calcul este
de acelasi ordin, in etapa de preprocesare.

A doua abordare reduce cu un log factorul de timp si de memorie.

in prima etapa vom calcula informatii pentru secvente de lungime putere de 2 pe linii si apoi
determinam cmmdc din toate secventele de lungime w, pe linii. Deci nu mai gandim cmmdc pe
submatrice ci doar pe vectori (tratam fiecare linie ca pe un vector). Asadar putem obtine o
structura L incare L[1] [j] = cmmdc al elementelor din secventa de lungime w care incepe pe
linia i la coloana j. Deci fiecare element din L tine acum informatia dintr-o secventa de lungime
w din matricea data.

Raméne acum sa aplicam asupra matricei L acelasi rationament, dar pe coloane si ne
intereseaza cmmdc pe scevente de lungime putere de 2 pe coloane din L si in final obtinem
cmmdc pe secvente de lungime h pe coloane din L si evident solutia este maximul dintre
cmmdc din aceste secvente.

O solutie comentata detaliat, pe a doua idee, gasiti mai jos.

#include <cstdio>

#define DIM 401

using namespace std;

int D[9] [DIM] [DIM];

int L[DIM] [DIM];

int E[DIM];

int m, n, h, w, 1, 3, t, e, sol, T;

int cmmdc (int a, int b) {
int r;
while (b) {

11
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r = a%b;
a = b;
b =r;

}

return a;

int maxim(int a, int b) {

return a > b ? a : b;
}
int main () {
FILE *fin = fopen("euclid.in","r");

FILE *fout = fopen("euclid.out","w");

/// precalculare: E[1] = exponentul celei mai mari
/// puteri de 2 mai mica sau egala cu i
E[1] = 0;
for (i=2;1i<=400;1i++)
E[i] =1 + E[1/2];

fscanf (fin, "%d", &T) ;
for (t = 1;t<=T; t++) {
sol = 0;
fscanf (fin, "%d%d%d%d", &m, &n, &h, &w) ;
for (i=1;i<=m;i++)
for (j=1;j<=n;j++) {
fscanf (fin, "%d",&D[0] [1]1[]J])
}
/// calculam in D cmmdc pentru secvente
/// de lungime putere de 2, pe linii
for (e=1; (1<<e) <= n; e++)
for (i=1;i<=m;i++)

for (j=1;j<=n;j++) {
D[e][1]1[3] = Dle-1]1[1]1[3J1;
if (J+(1<<(e-1)) <= n)
Dle][1]1[J] = cmmdc(D[e-1]1[1]1[31],
Dle-1]1[1i][j+(1<<(e-1))1]);

}
/// interogam D si obtinem in L cmmdc pe secvente
/// de lungime w, pe linii
for (i=1;i<=m;i++)
for (j=1;j+w-1<=n;j++) {
e = E[w];
L{1][J] = cmmdc(D[e] [1]1[]J], Dlel[1i][J+w - (1<<e)]);
}

/// aplicam asupra lui L (care practic a contractat
/// rezultatul de pe w coloane in una singura) acelasi
/// rationament dar pe coloane

/// obtinem in D cmmdc pe secvente din L

/// de lungime putere de 2, pe coloane

12
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for (i=1;i<=m;i++)
for (j=1;j+w-1<=n;j++)
D[O][i][J] = L[i]1[3]7
/// interogand noul D pe secvente de lungime h
/// si luand maximul dintre rezultate,
/// obtinem rezultatul
for (e=1l; (1<<e) <= m; e++)
for (j=1;j+w-1<=n;j++) {
for (i=1;i<=m'i++) {
Dle-1]]
1)) =
] =

Dle]l[1]1[3] = i][31;
1f (i+(1<<(e-1) <= m)
Dle]l [1][] mmdc (D[e] [1]1[J],
Dle-1][i+(1<<(e-1))110[31):

}

for (j=1;j+w-1<=n;j++) {
for (i=1;i+h-1 <= m; i++) {
e = E[h];
sol = maxim (sol, cmmdc (D[e] [i][]J],
Dle] [i+h- (1<<e)]1I[31));
}
1
fprintf (fout, "Case #%d: %d\n",t,sol);
}

return 0;

Craiova, 14 ianuarie 2022
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