prof. Marius Nicoli

Algoritmul Roy-Floyd

Pentru grafurile care nu au costuri asociate muchiilor (echivalent cu faptul ca toate muchiile au
acelasi cost) determinarea unui drum minim intre doua noduri este echivalenta cu a determina
un lant cu numar minim de muchii intre cele doua noduri. Acest lucru este cunoscut ca poate fi
realizat folosind un algoritm BF'S.

Pentru cazul in care muchiile au asociate costuri ne intereseaza un lant in care suma costurilor
muchiilor este minima.

Cei mai populari algoritmi pentru a rezliza acest lucru sunt Roy-Floyd, Dijkstra si
Bellman-Ford.

Algoritmii Dijkstra si Bellman-Ford permit gasirea unui drum de cost minim intre un nod fixat si
toate celelalte.

Algoritmul Roy-Floyd permite gasirea cate unui drum de cost minim intre oricare doua noduri,
si din acest motiv el ruleaza cu un timp de calcul mai mare. Are in schimb avantajul ca se scrie
mult mai usor. Vom incerca sa explicdm in acest material modul de functionare pentru acest
algoritm.

Pentru prezentarea algoritmului vom folosi drept exemplu urmatorul graf:

La majoritatea algoritmilor de lucru cu grafuri memorarea folosind liste de vecini este cea care
ofera performante si din punct de vedere al memoriei si din punct de vedere al timpului de
executare.
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In cazul determinrii drumului minim intre oricare dou& noduri noi avem nevoie oricum de
memorie de ordin n” (pentru ca numarul de perechi de noduri este de ordin n”). Asadar vom
folosi in acest caz memorarea prin matrice de adiacenta.

Aici matricea de adiacenta este putin modificata.

A[1][j] vareprezenta costul muchiei directe de la nodul i la nodul j. Acolo unde nu este
muchie directd se memoreaza de obicei o valoare care marcheaza acest lucru. Aceasta matrice
se numeste “a costurilor” in loc de “de adiacenta”.

Pentru graful din exemplu configuratia ei este:

0 1 INF 4 INF INF

INF 0 INF 2 2 INF

2 5 0 INF 8 INF

INF INF 2 0 INF INF

INF INF INF INF o INF

3 INF INF 2 INF 0

Tn contextul algoritmului Roy-Floyd vom da matricei costurilor urmatoarea interpretare:
A[1i][7] = costul minim al unui drum de la nodul i la nodul j folosind doar muchii directe.

In continuare vom aréta cd putem face transformari pas cu pas pentru matricea 2 astfel incat la
final elementele sale sa aiba semnificatia:

A[i] [J] = costul minim al unui drum de la nodul i la nodul 5 folosind intermediare orice noduri
ale grafului.

Vom face acest lucru in n pasi.

Pornim asadar de la matricea costurilor.

La pasul 1 vom lua in calcul ca intermediar nodul 1, adica daca intre doua noduri i si j avem
muchie de la i la 1 si muchie de la 1 la j si suma costurilor celor doua muchii este mai mica
decat muchia directa de la i la 5, vom actualiza valoarea A[1] [ ].

Acest efect se obtine ruland codul urmator:

for (i=l;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
if (A[Li]1[3] > A[i][1]

+ A1
Ali][3] = A[i][1] + A[1
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Pentru a ne concentra pe detaliile de implementare specifice algoritmului vom considera ca
initial, acolo unde nu este muchie de la nodul i la nodul 3 vomavea A[i] [j] = INF (o valoare
foarte mare, pentru ca noi ne dorim ca in elementele matricei sa construim niste minime). De
asemenea, este in spiritul cerintei sa8 memoram A[i] [i] = 0 (distanta minima de la un nod la
el insusi este 0).

In urma rularii acestui cod asupra matricei A se vor modifica valorile A[3] [2] siA[6] [2],
A[3]1[4].

Sa explicam:

A[3] [2] avea Tnainte valoarea 5 (costul muchiei directe de la 3 la 2). Prin codul de mai sus se
detecteaza caA[3] [1] +A[1][2] =2 + 1 = 3 face sa se obtina intre 3 si 2 un drum mai
scurt.

De asemenea, intre 6 si 2, Thainte era INF iar acum, prin intermediul lui 1 avem A[6] [1] +
A[1]1[2] =3+ 1= 4.Decidistanta de la 6 la 2 se imbunatateste, devenind 4.

A[3][4] devine 6,inlocde INF (A[3][1] +A[1][4])

De exemplu la acest pas A[6] [4] nu se schimbd (Inainte A[6] [4] era 2 si incercarea
A[6][1] +A[1][4] = 3+4 da 7 deci nu este o valoare mai buna decéat cea anterioara).

Matricea costurilor devine:

0 1 e N T
|0 o |2 2 INF
2 3 0 6 8 N
INF INF 2 0 INF INF
INF INF INF INF 0 INF
3 4 | ~ | 2 w |0

Pasul 2:

Avem deja matricea A transformata, deci pentru fiecare pereche de noduri 2[i] [j] = costul
minim al unui drum de la i la j folosind muchia directa si eventual intermediar pe 1.
Aplicam asupra ei un cod similar dar avand acum intermediar pe 2.

for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
if (A[i]([J] > A[i][2] + A[2]([3]])
A[i][]J] = A[i]1[2] + A[2]1([3]:
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Cu acelasi rationament ca anterior deducem ca acum vom obtine drumuri minime luand ca
intermediar si pe 2. Atentie, nu sunt drumuri minime luand ca interemediar doar pe 2 ci ludnd ca
intermediari pe 1 si pe 2 (intrucat aplicam acest cod pe matricea deja transformata prin
intermediul lui 1).

Se obtine:

0 1 INF

3 INF

INF 0 INF

2 INF

3
2

2 3 0 5 5 INF
0

INF INF 2 INF INF

INF INF INF INF 0 INF

3 4 INF 2 6 0

Elementele evidentiate sunt cele care s-au modificat.

Vom descrie in detaliu:

e A[1][4] eraanterior 4 (costul muchiei 1,4) dar acum luam ca intermediar si pe 2 si
A[1][2] +A[2][4] = 3, deci obtinem un cost mai bun.

e A[1][5] eraanterior INF, dar acum avem muchie sidela 1l la2 sidela 2 la 5, deci
imbunatatim drumul de la 1 la 5 prin intermediul lui 2.

e A[3][4] eraanterior 6. Aceasta valoare s-a actualizat si cand s-a utilizat intermediar 1.
Acum A[3][2] =3,A[2][4] =2,deciA[3] [4] devine 5. Observam ca aceasta
valoare s-a obtinut chiar luand in calcul si pe 1 si pe 2 ca intermediari (de exemplu daca
se lua Tn calcul doar 2 am fi obtinut drumul cu muchiile 3,2 si 2,4 care avea costul 7,
deci mai mare).

Acum este evident ca nu ne ramane decat sa introducem nodurile ca intermediar unul cate unul,
fiecare aplicandu-se asupra matricei modificata de cele anterioare.

Secventele de cod prezentate anterior pentru 1 si 2 au doar scop demonstrativ. Noi vom itera cu
un k intermediar de la 1 la n si vom aplica acest cod pentru fiecare k. Astfel, in afara de cele
doua foruri prin care punem in evidenta toate perechile de noduri, vom mai avea unul care pune
in evidenta intermediarul.

Obtinem:

for (k=1;k<=n;k++)
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
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Configuratia finala a matricei 2 este:

0 1 5 3 3 | w
6 0 4 2 2 |
2 3 0 5 5 |
4 5 2 0 7 |
INF INF INF INF 0 INF
3 4 4 2 6 0

Astfel, aceasta s-a transformat dintr-o matrice a costurilor (ce era initial) intr-o matrice a
distantelor minime (A[1] [j] = costul minim al unui drum de la nodul i la nodul j).

Se observa ca pe linia 5 avem doar valori INF intrucét din 5 nu se poate ajunge in niciun nod
(in 5 doar se intra), iar pe coloana 6 avem doar INF intrucat in 6 nu se poate ajunge din niciun
nod (din 6 doar se iese).

Determinarea unui drum de cost minim intre doua noduri oarecare
Anterior am determinat doar costul minim al drumurilor iar acum aratam o modalitate prin care
gasim si nodurile componente ale unui drum de cost minim.

Vom folosi 0 matrice suplimentara T in care T[1] [ ] semnifica: nodul aflat imediat Thaintea lui
j pe drumul minimdela i la ;.

Tinadnd cont ca la inceput A reprezintd matricea costurilor (echivalent: matricea drmurilor minime
folosind doar muchii directe),

vom initializa:

i, daca exista muchia 1,3 (deci fiind vorba doar de drumul format din 1 si j,
nodul aflat imediat inaintea lui § pe drumul minim de la i la j este chiar i)

Valoare nedefinitd daca nu avem muchie de la i la 5

Faptul ca la un moment dat gasim un intermediar k pentrucare A[i] [k] + A[k] [J] <
A[1i][7J] are semnificatia: este mai scurt un drum de la i la j care trece prin k. Deci, acest
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drum se compune din drumul minim de la i la k care se concateneaza cu drumul minim de la k
la j. Asadar, drumul minim de la k la j devine ultima portiune a drumului minimde la i la j.
Deci ultimul nod inaintea lui 7 pe drumul minim de la i la j va deveni chiar ultimul nod de
dinaintea lui j pe drumul minimde la k la j. Asadar, T[i] [j] =T[k] [J].

@ T[Em
@—%"g—e—o—o—ﬁ@

anterior

Algoritmul devine:

fin>>n>>m;
for (i=1;i<=n;i++)
for (J=1l;j<=n;j++) {
A[i][3] = 100;
if (1 == 3J)
A[i][3]1 = 0O;
}

for (i=1;i<=m;i++) {
fin>>x>>y>>cost;
A[x][y] = cost;
T[x] [y] Xx;

}

for (k=1;k<=n;k++)
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++)
if (A[1]([J] > A[i][k] + A[k]I[]]) {
A[i]1[3] = A[i1[k] + A[k]I[3];
T[k]1[3]1-

T[i][3]

In codul de mai sus am ales sa facem si preluarea datelor de intrare, urmata de initializarea
celor doua tablouri (cel de costuri si cel de “tati”).

Odata construit T, pentru a determina drumul minim intre nodurile i si j putem folosi

urmatoarea secventa:
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while (3!=0) {
cout<<j<<” ”;
j = Tli1([31;

Ne-am bazat pe faptulca T[i] [i] raméne cu valoarea 0.

Secventa de mai sus permite obtinerea nodurilor de pe drum in ordinea de la j la i. Pentru a
le obtine Tn ordinea doritd avem varianta sa le stocam intr-un tablou si apoi sa le afisam invers
sau varianta de a folosi o functie recursiva si sa afisam la revenire, ca mai jos:

void drum(int i,
if (3!=0) |
drum (i,

cout<<j<

int 3) |

T(1]031) 7
<II /l;




