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1 Introducere

Unul din lucrurile care face combinatorica una din cele mai frumoase ramuri
ale matematicii este faptul ca solutia unei probleme poate fi exprimata, de cele
mai multe ori, folosind un limbaj natural si un rationament usor de inteles.
Unele persoane, insa, trateaza combinatorica intr-un mod mecanic si abordeaza
lucrurile dintr-o perspectiva pur algebrica, ajungand sa memoreze formule fara
sa inteleaga rationamentele naturale din spatele acestora.

2 Demonstrarea unor identitati populare

2.1 Cateva identitati simple

Voi prezenta in continuare cateva formule arhicunoscute si usor de demonstrat.
Este recomandata citirea identitatilor de mai jos si incercarea demonstrarii aces-
tora pe cont propriu inainte de a continua.

L) = ()
2. (Z)+ () =)
3. (Wk=n(;21)
Acestea se pot demonstra usor intr-o maniera pur algebrica folosind formula

combinarilor si distribuind diferit termenii, dar ca exercitiu vom incerca sa
evitam acest lucru si sa le demonstram doar prin reformularea obiectului numarat.

1. Alegerea a k elemente dintr-un set de n elemente este echivalenta cu se-
lectarea celor n — k elemente pe care nu le vom alege.

2. Pentru a alege un set de k din n elemente putem Incepe prin a fixa
apartenenta la set a primului element. Daca alegem ca acesta si nu
apartina setului, atunci mai avem de ales k elemente din cele n—1 ramase,
altfel mai avem de ales doar k — 1 elemente pentru a completa setul.



3. Putem reformula ambele parti drept: ”in cite moduri putem alege un set
de k elemente, din care sa alegem un element drept reprezentant”. Prima
parte poate fi interpretata drept a alege mai intéi setul, apoi reprezentan-
tul. A doua parte poate fi interpretatd drept a alege mai intai reprezen-
tantul din cele n elemente, apoi restul setului. Aceste doud interpretari
duc la acelasi rezultat, chiar daci au formule diferite.

Identitatile de mai sus sunt doar niste exemple elementare ale ideii de numarare
in moduri diferite. Aceasta metoda poate fi generalizata mai departe pentru a
demonstra identitati mai avansate:

LY () =2
2. Z?:o (?)2 = (25)

3.3, () = (:_tll) (Teorema crosei de hockey)

Si demonstratiile acestora:

1. E usor de vazut faptul ca suma aceasta numara de fapt pe rand submultimile
cu 7 elemente pentru a obtine numarul total al submultimilor. Numarul
total al submultimilor este 2" deoarece fiecare element poate sa apartina
sau nu submultimii alese.

2. Putem interpreta aceasta identitate drept numarul de metode de a selecta
un set de n dintr-un total de 2n elemente. impér‘pim cele 2n elemente in
2 grupe de cate n, apoi alegem i elemente din prima grupa pe care sa le
includem in set si ¢ elemente din a doua grupa pe care sa nu le includem.
In total, obtinem n elemente selectate.

3. Pentru a alege o submultime de r + 1 elemente din n + 1 putem acorda
elementelor id-uri de la 1 la n + 1 si sa fixam id-ul maxim al elementelor
din set. Fie acest maxim i, astfel mai avem de ales doar r elemente din
cele i — 1 cu id mai mic decat maximul nostru fixat.

Chiar daca aceste identititi in sine nu o sa ajute decat foarte rar in probleme,
tehnica de a reordona si reformula modul de a numara lucruri este etern folosi-
toare. Un exemplu de problema in care este necesara o astfel de gandire ”out
of the box” este urmatoarea:

2.2 BBQ Hard

Enunt: Snuke are N pachete de frigarui (1 < N < 2-10%). Al i-lea pachet
de frigarui contine un bat de frigaruie, A; bucéati de carne si B; bucéti de ardei
(1 < A;,B; < 2-10%). Betele de frigarui nu se pot distinge unele de altele.
Nici bucatile de carne nu se pot distinge unele de altele si nici bucatile de ardei.
Snuke alege 2 pachete arbitrare (pachetele ramase nu vor fi utilizate), scoate
toate bucatile de carne sau ardei de pe cele 2 bete de frigarui, permuta arbitrar



bucatile respective, iar apoi infige ambele bete prin ele pentru a forma o frigaruie
completa.

In céte feluri poate forma Snuke o frigdruie completd modulo 10° 4+7? Doua
frigarui complete se considera distincte daca setul pachetelor de frigarui utilizate
este distinct sau ordinea bucétilor de méancare este diferita.

Problema originala se poate gasi la linkul: atcoder. jp/contests/agc001/
tasks/agc001_e.

Solutie: Daca alegem sa combinam pachetele i si j de frigarui, atunci vom
obtine A; + A; bucati de carne si B; + Bj bucati de ardei. Aceste bucati pot fi
rearanjate in f(A; + A;, B; + B;) = (Aﬁ‘gﬁgﬁlgj

Observatia de mai sus ne permite sa gésim]o solutie foarte usoara, insa mult
prea lentd in O(N?). Mai existi o solutie alternativa bazati pe FF'T care obtine
complexitatea de O(maz 4 - mazp - log) unde max 4 reprezintd maximul dintre
A;, iar B reprezinta maximul dintre B;, insa nici aceasta nu este suficient de
rapida.

Trebuie cumva sa procesam multiple perechi in acelasi timp, insa formula de
combinare a pachetelor este extrem de complicata. Un lucru pe care il putem
face e sa reformulam definitia lui f(A; + A;, B; + B;) folosind o interpretare
combinatoriald. Putem interpreta f(A;+A;, B;+ Bj) drept numarul de drumuri
de la (0,0) la (A; + A;, B; + B;) pe o matrice mergand doar in sus si in dreapta.

Este necesar s& consideram fiecare pereche (4;+B;, A;+B;) in mod explicit,
asa ca dorim sa gasim o metoda de a separa pe ¢ si j. O observatie care ne
permite sa avansam este faptul ca drumul de la (0,0) la (A; + B;, A; + B;) este
echivalent cu drumul de la (—A;, —B;) la (4;, B;).
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Figure 1: Ilustratie seturile S si T

Pentru fiecare pachet de frigarui (A;, B;), fie (—A;, —B;) parte din setul S
si (A;, B;) parte din setul T. Raspunsul total este egal cu numérul de drumuri
de la un element din S la un element din 7. Putem numara acest lucru folosind
programare dinamica. Metoda exactd de a folosi programarea dinamica este
lasata ca exercitiu pentru cititor.
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3 Numerele Catalan

3.1 Introducere cu privire la numerele Catalan

Aceste numere sunt des Intalnite sub diverse forme precum numararea paran-
tezarilor corecte de o anumita lungime, numararea arborilor binari sau chiar
numarul de triangulari al unui poligon convex. Pentru a demonstra faptul ca o
problema este echivalenta cu ”numerele Catalan”, este necesar doar sa ajungem
la aceeasi recurenta.

Sa luam drept exemplu numarul de parantezari corecte. Notam numaéarul de
parantezari corecte care constau in n paranteze deschise si n paranteze inchise
drept C'(n).

O parantezare corecta ori este un sir ”null”, ori respecta urmatoarea forma:
"('+P1+')+ P2 unde P1 si P2 reprezinta parantezari. Acest lucru ne permite si
descoperim urmatoarea recurenta daca fixam cate perechi de paranteze contine
P1 si implicit cate perechi contine P2:

n—1

C(n)=>_C(i)C(n—1—1i) (1)

=0

Recurenta de mai sus este exact recurenta numerelor Catalan, insa este
relativ ineficienta. Am putea folosi o formul& mai eficienta deja descoperita, insa,
in cazul nostru, demonstratia din spate este mai valoroasa decat formula in sine.
Pentru a obtine o metoda mai eficienta este necesara o schimbare de perspectiva.
Putem asocia unei parantezari un grafic construit prin transformarea fiecarei
paranteze '’ in '/’ si’) in ’\.

Conditiile de corectitudine ale unui sir de paranteze pot fi interpretate in
mod grafic:

e Numarul de paranteze '(’ si paranteze ’)’ este egal <= graficul incepe si
se termina la aceeasi inaltime.

e Pentru orice prefix din parantezare, numarul de paranteze ’(’ este mereu
)

mai mare sau egal decit numarul de paranteze ’)’ <> graficul nu coboara

niciodata sub Inaltimea initiala.

Figure 2: Graficul parantezarii incorecte ”())(()(()())” si cel al corespondentei
sale



Parantezarile care respecta prima conditie sunt usor de numarat deoarece
este necesar doar sa permutam parantezele. Din cele (QNN ) care respecta prima
conditie trebuie sa le eliminam pe cele care taie linia inferioara a graficului.
Putem asocia fiecarei parantezari care respecta prima conditie, dar taie grafi-
cul, un corespondent unic mai usor de numérat. Cautam primul segment care
coboara sub grafic si schimbam directia tuturor segmentelor care urmeaza, ast-
fel obtinem un grafic unic care contine n — 1 segmente ’/’ si n + 1 segmente ’\’.
Numarul de astfel de grafice este ( 1\2,_]:1)

Astfel obtinem cunoscuta formula finald: C'(N) = (2}3] )—( ]\2,11), insa adevara-
tul castig este invatarea metodei de rezolvare. Aceastd metoda poate fi gener-
alizata in diverse feluri. Putem permite graficului sa se termine la alte Inaltimi
sau putem schimba limita inferioard a graficului (Generalizarea acestei prob-
leme este lasata drept exercitiu). Un exemplu de aplicatie este chiar urmatoarea

problema.

3.2 Ball Eat Chameleons

Enunt: Ringo are N cameleoni intr-o cuscd (1 < N < 5-10°). Un cameleon
care nu a mancat nimic este albastru. Un cameleon isi schimba culoarea dupa
urmatoarele reguli:

e Un cameleon isi va schimba culoarea in albastru atunci cand a mancat
mai multe bile albastre decat bile rosii.

e Un cameleon isi va schimba culoarea in rosu atunci cand a mancat mai
multe bile rosii decat albastre.

Initial, niciun cameleon nu a mancat nimic. Ringo i-a hranit repetand urmatorul
proces de K ori (1< K <5-10%) :

e Apuca o bila rosie sau albastra,

e Arunca bila selectata in cusca cameleonilor. Apoi, unul din cameleoni o
mananca.
Dupa ce Ringo a aruncat K bile in cusca, toti cameleonii erau rosii. In céte
moduri modulo 998244353 ar fi putut Ringo sa aleaga culorile bilelor aruncate?
Doua metode sunt considerate diferite daca exista un 7 astfel incat culorile bilelor
aruncate la a i- a aruncare sunt diferite.

Problema originala se poate gasi la atcoder. jp/contests/agc021/tasks/
agc021_g|.

Solutie: In primul rand este necesar si analizim strategia optima a lui Snuke.

Daca pentru fiecare cameleon bilele rosii se afla in majoritate inseamna ca
avem o solutie. Ins#, un cameleon poate si fie rosu fard ca bilele rosii sa se
afle In majoritate. Cu alte cuvinte, atunci cand un cameleon devine rosu, noi
practic castigam un “loc gratuit” unde putem arunca o bila albastra. Aceasta
observatie ne duce la urmatoarea strategie:
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e Inainte de inceperea procesului alegem sa izolam un cameleon.

e Daca bila curenta este albastra, alegem sa prioritizam hranirea cameleonilor
rosii carora nu li se va schimba culoarea in albastru dupa mancarea bilei,
altfel hranim cameleonul izolat la inceput.

e Daca bila curenta este rosie, atunci prioritizam cameleonii albastri neizolati.
Daca toti cameleonii neizolati sunt rosii, atunci putem hrani cameleonul
izolat.

In urma unei analize a strategiei optime, putem observa importanta acestor
"locuri gratuite” mentionate anterior. Prin acest ”loc gratuit”, fiecare cameleon
ne permite sa cuplam o bila rosie cu una albastra, iar apoi sa uitam de ele. Acest
lucru este insa dependent de ordinea bilelor, fiind posibil sd raméanem cu bile
albastre care nu pot fi cuplate cu o bila rosie aruncata anterior.

Acest numar de bile albastre fara pereche este egal cu diferenta maxima
dintre numerele de bile albastre si de bile rosii, intalnita pe parcursul procesului.
Fie acest numar notat cu P. Putem observa faptul cd pentru a determina daca o
configuratie este sau nu valida este suficient s& cunoastem variabilele R (numé&rul
de bile rosii), B (numarul de bile albastre) si P.

Acest proces poate fi reprezentat sub forma de grafic intr-un mod similar cu
exemplul anterior al parantezarilor. Asociem bilelor rosii '/’ si bilelor albastre
"\’. Tot in acest grafic, putem observa ci P reprezintd adancimea celui mai de
jos punct.

Consideram urmatoarele cazuri:

1. Fie R < B : Clar imposibil ca toti cameleonii sa ajunga rosii.

2. Fie R = B : Este clar faptul ca ultima bila trebuie sa fie albastra.
Cameleonul izolat va ajunge si detind R — (N — 1) bile rosii. Acest lucru
implica faptul c& putem ldsa doar R — (N — 1) bile albastre fara pereche
si sa le trimitem la cameleonul izolat <= P < R— (N —1).

3. Fie R > B : Aproape la fel ca cazul anterior, cu exceptia faptului ca
nu mai este necesar ca ultima bilg si fie albastrd. In cazul in care este
albastra atunci putem sa il tratam exact la fel. Altfel, stim ca ultima bila
mereu ajunge la cameleonul izolat. Pentru ca acest cameleon sa devina
rosu este necesar ca bilele rosii sa detind majoritatea in el sau sa o castige
cu aceasta bild. Ca o consecinta a acestui lucru, conditia noastra asupra
lui P devine putin mai stricta: P < R — (N —1).

Pentru a numara graficele care respecta conditia noastra, putem folosi gene-
ralizarile prezentate la finalul sectiunii anterioare.



4 Tehnica produsului

Sa consideram urmatoarea problema clasica:

Enunt: Fie N obiecte. Obiectul i are greutate w;. Cate seturi de obiecte cu
suma greutatilor X exista?

Solutie: Problema de mai sus este o aplicatie directa a programarii dinamice.
Definim dp, ; drept numdrul de seturi formate din primele ¢ obiecte cu suma
greutatilor egala cu j. Apoi, recurenta este elementara:

dp; ;= dp;_1; + dpi1 j_u,

Putem incerca sa facem problema putin mai complicata:

Varianta grea:  Fie N obiecte. Obiectul i are greutate v;. Care este suma
dimensiunilor seturilor cu suma greutdtilor X ?

Solutie: Dificultatea In aceasta problema consta in faptul ca dimensiunea se-
tului este coeficientul sdu. Dorim sa reformulam problema astfel incat toate
solutiile sa aiba acelasi coeficient. In acest scop, putem numara in cate moduri
alegem un set, iar apoi alegem un reprezentant din el.

Este usor de vazut faptul ci aceste doua probleme sunt echivalente. Insd
acum este mult mai usor de formulat o solutie folosind programare dinamica.
Definim dp; ; ;, drept numérul de moduri de a alege un set cu suma greutatilor
j, format din primele 7 elemente din care am ales h reprezentanti. Recurenta
este similara cu cea anterioara:

dp; jo = dpi—1,40+ Pi-1j—w; 0

dpija = dpioyja + dPicyjw,0 F Pic1 w1
Problema inca poate fi generalizata mai departe:

Generalizare: Fie N obiecte. Obiectul i are greutatea v; Definim valoarea
unui set drept dimensiunea sa ridicatd la puterea K. Care este suma valorilor
seturilor cu suma greutatilor X ¢

Se poate observa faptul ca problema precedenta este cazul K = 1 al prob-
lemei curente. Putem aplica acelasi truc, cu diferenta ca de data aceasta dupa
alegerea setului fixdm un sir de K reprezentanti (nu neaparat distincti) . De
exemplu, daca am avea de ales 2 reprezentanti dintr-un set de 3 elemente am
putea alege oricare dintre urmétoarele variante: {1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 1},
{2, 2}, {2, 3}, {3, 1}, {3, 2}, {3, 3}.

Definitia dinamicii rAmane aproape la fel, insa recurenta trebuie schimbata
putin pentru a generaliza si ultima dimensiune:

h
h
dp; jp = dp;_y jp + Z AP; 1 j—w; by <h2)
ho=0



Rationamentul din spatele formulei este cd, la fiecare pas, putem alege sa
includem elementul curent sau nu. In cazul in care il includem, putem alege de
cate ori sa 1l includem si pe ce pozitii ale sirului de reprezentanti sa fie inclus
elementul nou.

Aceasta tehnica se poate regasi si in urmatoarele probleme:

e infoarena.ro/problema/arbsumpow

e kilonova.ro/problems/246| (Tennis, Infol Cup 2022)

5 Two Snuke

Multe trucuri de combinatorica nu constituie principala idee a unei probleme,
ci doar mici pasi care conduc catre rezolvare. Un exemplu de problema care
combina multiple astfel de trucuri este urmatoareas:

Enunt: Se di un numir intreg N (1 < N < 10%). Snuke va alege numerele
intregi s1, Sa, N1, N2, U1, U, k1, ko, €1, es, astfel Incat urmatoarele 6 conditii
sa fie satisfacute:

o 0 <51 <589

e 0<ny <no

0<u <ug

0< ki <ko

o 0<e; <ey
® s1+So+ni+not+u +us+ki+kote +eg <N

Pentru fiecare alegere posibilad (s1, s2,n1, N2, U1, us, k1, ke, €1, €3), calculeazi val-
oarea (s3—s1)(na—n1)(us—ul)(ka—k1)(ea—eq) si giseste suma acestor produse
modulo 10° + 7.

Problema originala se poate gasi la linkul: |atcoder. jp/contests/aising2020/
tasks/aising2020_f|

Solutie: In aceastd formi originala problema poate parea intimidanta, insa
aceasta poate fi redusa prin multiple trucuri.

Pentru calcularea valorii fiecarei solutii vom introduce variabila ss care
reprezintd ss — s1 si In mod analog variabilele ng,us,ks,e3. Astfel contributia
unei solutii devine sgnguskses si ultima conditie poate fi rescrisa astfel:

2(51+Tl1+U1+k1+61)+53+ﬂ3+ﬂ3+]€3+63SN

Un lucru care face rezolvarea acestei probleme dificila este faptul ca fiecare
solutie are o contributie diferitd (ssnszuskses). Putem evita aceasta problema
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prin introducerea unor variabile auxiliare care sa simuleze aceasta contributie.
In acest scop, definim s4 cu conditia ca 0 < s4 < s3 si analog variabilele
Ng,ug,kq,e4. Aceste variabile ne permit doar s& numéram cate solutii satisfac
un set de ecuatii, in loc de a insuma coeficientii unor solutii.

Urmitorul pas este de a aduce limita inferioara a tuturor variabilelor la 0
pentru simplitate. In acest scop Inlocuim in ecuatii variabila s3 cu variabila s,
astfel Incat sq4 + 1 4+ s5 = s3. Astfel, putem rescrie foarte frumos ecuatiile In
felul urmator:

0 < S1,M1, U1, kl,61,84,7’L4,U47I€47€4,S5,TL5,U5, k5,€5

2(s14+n1+urt+ki+er)+sat+ss+1+ng+ns+1+ug+us+1+kg+ks+1+es+es+1 < N

De aici problema este aproape rezolvata, singura dificultate este faptul ca in
ultima ecuatie variabilele au coeficienti diferiti. Un lucru pe care l-am putea
face daca toate variabilele s4, ng4, U4, k4, €4, S5, 15, Us, ks, €5 ar fi pare, ar fi s& dam
factor comun fortat pe 2. Pentru a rezolva aceastd problema fixim paritatea
fiecarei variabile si dam factor comun pe 2 oricum.

Astfel, am ajuns la o forméa a problemei clasice:

0<wv,v2,v3...0K

0<vi4+vo4+uv3+...vx <N

Pasul final este cel de a introduce variabila de egalizare slack cu scopul de a
transforma a doua conditie intr-o relatie de egalitate.

0 <wy,vo,v3...0k, slack

V1 + Vg +v3+ ... v + slack = N

Astfel, am ajuns la forma standard a problemei combinatorice ”Stars si bars”
doar prin aplicarea succesiva a mici trucuri:

e Fortarea unor coeficienti prin introducerea de variabile noi;

Reducerea limitelor inferioare ale variabilelor la 0;

Fortarea unui factor comun prin selectarea paritatii;

e Introducerea unei variabile de egalizare pentru a forta o egalitate.
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