prof. Marius Nicoli

Vectori de frecventa

Introducem acest capitol pornind de la urmatoarea problema: se da un Sir cu panala 1000000 de numere,
care pot fi 1, 2 sau 3 Si se cere sa spunem pentru fiecare dintre ele de cate ori apare. Solutia presupune
folosirea a trei variabile cu semnificatie de contor, cate una pentru fiecare valoare posibila.

cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++) {
cin>>x;
if (x == 1)
fl1++;
else
if (x == 2)
f2++;
else
£3++;
}
cout<<"l "<<fl<<"\n";
cout<<"2 "<<f2<<"\n";
cout<<"3 "<<f3<<"\n";

Acum sa generalizam. Presupunem ca suntem in aceleasi restrictii, singura modificare fiind ca valorile pot fi
intre 1 si 100. Evident ca vom avea nevoie de 100 de variabile contor, cate una pentru fiecare valoare
posibild. Daca ne gandim sa adaptam codul de mai sus, intdmpinam urmatoarele probleme: cum numim cele
100 de variabile contor ? Cum scriem afisarile de la final? Aceste probleme s-ar putea amplifica daca ne
gandim ca programul poate avea ca parametru valoarea maxima care poate sa apara, deci nu neaparat fix
100, sau daca aceasta valoare ar fi Si mai mare.

Ce ar fi s& numim variabilele £[1], £[2],... £[100] ? Cu alte cuvinte vom folosi un vector cu atatea
componente cate valori posibile pot fi in sirul de la intrare. Acum, la citirea unei valori x este suficient sa
incrementam contorul cu o instructiune de forma £ [x ] ++. Scadpam astfel Si de 1 £-uri.

Tn etapa de afisare trebuie sa vizitm fiecare contor si sa tiparim atat pozitia lui (care reprezinta o valoare
posibila la intrare) cat Si valoarea de la acea pozitie (care reprezintda numarul de aparitii).

for (i=1;i<=100;i++)
cout<<i<<” 7<<f[i]<<”\n”;

lata programul complet:

#include <iostream>
using namespace std;
int n, i, x, f£[101];
int main () {
cin>>n;
for (i=1l;i<=n;i++) {
cin>>x;
fx]++;
}
for (i1i=1;1<=100;1i++)
cout<<i<<" "<<f[i]l<<"\n";
return 0;
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Observatii

- Multi elevi au tendinta de a scrie al doilea for pana la n. Evident c& nu. Semnificatia lui este de a
traversa cu un indice toate pozitiile posibile din £, care corespund deci tuturor valorilor posibile din
fisierul de intrare, intre 1 $i 100 in cazul problemei noastre.

- Timpul de calcul al codului de mai sus este de ordinul n (numarul de elemente de la intrare) +
val max (cea mai mare valoare posibila la intrare, n cazul nostru 100).

- Memoria necesara nu este de ordin n, observam ca pe noi nu ne intereseaza neaparat s memoram
numerele de la intrare, memoria necesara este de ordin val max.

- Se observa un timp de calcul liniar in parametrii care apar. Metoda este una care ofera o optimizare
foarte buna in multe situatii.

- Pentru a aplica aceasta tehnica trebuie insa ca valorile posibile sa nu fie intr-un interval foarte mare
(sa poata fi alocate val max componente). Nu doar memoria ar fi afectatd de un val max mare ci
si timpul de executare intrucat “concluziile” se trag prin repetitia de la final care face numar de pasi de
ordinul val max. De asemenea, valorile care apar in fisier vor fi folosite ca indici in vector, deci ele ar
trebui sa fie naturale. Tn unele cazuri se poate folosi tehnica si pentru valori negative sau chiar reale,
nsa cu artificii speciale care vor fi utilizate in problemele rezolvate din acest capitol.

- De multe ori elevii intreaba: cat ar trebui sa fie maxim val max pentru a putea folosi tehnica? Nu se
poate da un raspuns exact, asta depinde de si performantele calculatorului. Dar putem face
urmatoarea estimare: calculatoarele actuale fac cateva milioane de instructiuni pe secunda. De
asemenea, cateva milioane de octeti inseamna cativa mega de memorie. Deci recomandarea este sa
nu ne indepartam mult in sus cu limita de 1000000 pentru val max.

Folosirea unui vector ca in programul de mai sus, unde valoarea unei componente reprezinta o informatie
despre indice, face s& numim structura vector de frecventa. Din punct de vedere al limbajului, vectorul de
frecventa este un tablou unidimensional ca oricare altul, doar semnificatia pe care o d@m componentelor Si
modul de a interpreta valoarea lor il face cumva special in cod.

Tn programul de mai sus am sdrit o etapa: nu am initializat cu 0 componentele tabloului. Acest lucru este
esential, dar noi, pentru a pastra codul compact, ne-am bazat pe faptul ca datele globale sunt initializate
implicit cu 0.

Probleme rezolvate

Aplicatiile urmé&toare nu sunt neapd@rat probleme oarecare, ele strdng impreuna cerintele clasice care se rezolvéa
folosind vectorii de frecventa.

1. Dinfisierul unice. in se citesc numarul n (maxim 100000) Si apoi n numere naturale de maxim
doua cifre. Sa se scrie in fisierul unice. out, in ordine crescatoare, numerele care apar o singura
data (pbinfo.ro, #267).

Rezolvare

#include <fstream>

using namespace std;

int £[100];

int n, 1, x;

int main () {
ifstream fin ("unice.in");
ofstream fout ("unice.out");
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++) {

fin>>x;
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fix] ++;
}
for (1=0;1<=99;1i++)
if (£[1i] == 1)
fout<<ig" ";
return 0;

}

Timpul de calcul este de ordin n. Am neglijat val max pentru ca aici este 100, deci o valoare foarte mica.

Merita sa prezentam Si solutia alternativa, fara vectori de frecventd, pentru a scoate in evidentd mai bine atat
eleganta cat si eficienta celei de mai sus.

#include <fstream>
using namespace std;
int n, i, j, x, aux, v[100010];
ifstream fin ("unice.in"):;
ofstream fout ("unice.out");
int main () {
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
fin>>v([i];
for (i=1l;i<=n;1i++)
for (j=i+1;j<=n;j++)
if (v[i] > vI[3]) |

aux = v[i];
v[i] = vI[J];
v[j] = aux;

}
/// facem ca in fata primului element si dupa ultimul
/// sa fie valori diferite de vecini pentru a nu avea de tratat
/// cazuri particulare la identificarea elementelor distincte
/// cand este vorba de analizarea primului si a ultimului element
v[0] = v[1]-1;
v[n+l] = v[n] + 1;

for (i=1;i<=n;i++)
if (v[i] '= v[i-1]1 && v[i] !'= v[i+1])
fout<<v[i]g"™ ";
return 0;

}

Mai sus am folosit memorie de ordin n iar timpul de executare este dat de sortare. Aici am folosit un algoritm
cu timp de calcul de ordin nZ.

2. Sedaucel mult 100000 de numere naturale, cu cel mult 2 cifre fiecare. Afigati in ordine strict
crescatoare valorile impare care se regasesc printre valorile date, $i in ordine strict descrescatoare
valorile pare care se regasesc printre valorile date (pbinfo.ro, #276).

Rezolvare

Valorile din sirul dat fiind de maxim doua cifre si despre fiecare avand nevoie sa stim daca apare sau nu, vom
folosi un vector de frecventa de 100 de componente in care vom seta la 1 in dreptul pozitiilor ce corespund
numerelor care sunt in fiSier. Parcurgem acum indicii de la 1 la 100 de doud ori, intai pe cei impari crescator,
apoi pe cei pari descrescator, pentru a afisa conform cerintei.

|#include <fstream> |
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using namespace std;
ifstream fin ("pareimpare.in");
ofstream fout ("pareimpare.out");
int £[100];
int n, 1i, x;
int main () {
while (fin>>x) {
fix] = 1;
}
for (i=1;1<100;1+=2)
if(£[i]==1)
fout<<ig<" ";
fout<<"\n";
for (i=98;i>=0;1i-=2)
if (f[i]== 1)
fout<<ig<" ";
return O;

}

Timpul de calcul este de ordin n.
3. Se citeste un numar natural. Afigati fiecare cifra care apare, alaturi de numarul sau de aparitii.
Rezolvare

O solutie este s& punem cifrele intr-un vector, sa il sortam Si sa identificdm secventele de elemente egale.
Valoarea care se repeta in secventa este cifra iar lungimea secventei este numarul de aparitii.

Solutia mai eleganta foloseste un vector cu 10 componente, fiecare fiind contor pentru cate o cifra,
incrementand componenta corespunzatoare la intdlnirea fiecarei cifre in timpul parcurgerii cifrelor unui numar
cu algoritmul standard.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, i, f£[10];
int main () {
cin>>n;
while (n) {
f[n%10]++;
n /= 10;
}
for (i1i=0;1i<=9;1i++)
if (£[1i] != 0)
cout<<i<<" "<<f[1i]<<"\n";
return 0;

4. Fisierul de intrare contine cel mult 2000000 de numere intregi. Se cere sa se afiseze in fisierul de
iesire cel mai mic numar din intervalul [-100,100] care nu apare in fisierul de intrare. Daca nu exista
un astfel de numar se va afisa mesajul nu exista. Fisierul de intrare nrlipsa2.in contine cel
mult 1000000 de numere intregi, separate prin cate un spatiu, dispuse pe mai multe linii. Numerele
din figier sunt cuprinse intre ~1000000 Si 1000000 (pbinfo.ro, #1744).

Rezolvare

Presupunand ca valorile ar fi toate pozitive am putea marca intr-un vector de frecventa pe acelea care apar,

apoi parcurgem vectorul de frecventa de la cel mai mic indice posibil Si ne oprim cand gasim prima pozitie

nemarcatd. Faptul ca sunt Si valori negative pare sa ne incurce pentru ca nu putem avea indici negativi intr-un
4
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vector (valorile din figier sunt indici in vectorul de frecventd). Putem rezolva in mai multe moduri aceasta
problema iar noi vom prezenta aici doua dintre ele:

Varianta 1.

Folosim doi vectori de frecventa de cate 100 de componente fiecare, unul in care marcadm pentru valorile
pozitive Si celdlalt pentru modulele valorilor negative care apar.

#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin ("nrlipsa2.in");
ofstream fout ("nrlipsa2.out");
int Plus[101];
int Minus[101];
int x, 1i;
int main () {
while (fin>>x) {
if (x >= 0 && x <= 100)
Plus[x] = 1;
if (x >= -100 && x < 0)
Minus|[-x] = 1;
}
for (i=100;i>=1;i--)
if (Minus[i] == 0) {
fout<<-1;
return 0;
}
for (1=0;1i<=100;1i++)
if (Plus[i] == 0) {
fout<<i;
return 0;
}
fout<<"nu exista";
return 0;

}

Varianta 2. Un singur vector de frecventa, de dimensiune dubla fatd de val max (lanoival max = 100),
dar in care la citirea valorii x memoram despre ea informatii la pozitia x+1 00 Si apoi, la interogare, la fel.

#include<fstream>
using namespace std;
int £[210];
int x, n, i;
int main () {
ifstream fin("nrlipsa2.in");
ofstream fout ("nrlipsaz.out");
while (fin>>x) {
if (x >= -100 && x <= 100)
f[x+100] = 1;
1
for (i=-100;i<=100;1i++)
if (£[i+100] == 0){
fout<<i<" ";
return O;
}
fout<<"nu exista;
return O;

5. Sortarea prin numarare. Se da un Sir cu n numere. Numarul de elemente poate fi maxim un milion iar
valorile sunt naturale cu maxim 4 cifre. Sa se afiseze elementele Sirului in ordine crescatoare.

5
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Rezolvare

O sortare cu un algoritm standard este nepractica, n? pentru n pana la 10° insemnand timp de executare
foarte mare. Observam ca in loc s& memoram valorile citite intr-un vector, putem sa numaram pentru fiecare
de céate ori apare. Pentru aceasta ne trebuie un vector £ cu indici padndla 9999 incare £ [1] reprezinta
numarul de aparitii ale valorii i Tn sirul dat. Pentru construirea lui £ este necesara o incrementarea lui £ [x] la
o anume valoare x cititd, asadar timp de executare de ordin n.

Odata construit £, vom parcurge crescator indicii sai, de la 0 la 9999 si la 0 anume pozitie i vom afisa de

£ [1] orivaloarea i. Numarul de pasi facuti la aceasta etapa este de ordin n+val max. Sa justificdm acest
lucru: La fiecare pozitie i se fac £ [1] repetari. Dar suma valorilor din £ este chiar n, numarul de elemente din
tot Sirul. Apare Si termenul val max intrucat la o valoare foarte mica a lui n se fac totusi val max pasi,
parcurgandu-se toata plaja de valori posibile.

#include <iostream>
using namespace std;
int n, i, j, x, £[100007];
int main () {
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++) {
cin>>x;
fx]++;
}
for (1=0;1<=9999;i++)
for (j=1;j<=f[il;3j++)
cout<<i<<" ";
return 0;

}

Daca valorile din sirul de sortat permit folosirea lor ca indici intr-un vector (in fapt nu trebuie sa fie reale Si
trebuie sa acopere o plaja relativ mica de valori), aceasta metoda este cel mai bun algoritm de sortare.

6. Ciurul lui Eratostene. Pentru n dat (maxim un milion), se cere determinarea tuturor numerelor prime
cel mult egale cu n.
Rezolvare
Solutia brut presupune iterarea prin toate valorile de la 2 la n Si realizarea verificarii pentru valoarea curenta
cu un algoritm ce cauta divizorii pana la radicalul valorii de testat. Evident ca se pot face o serie de optimizari:
se testeaza doar valorile impare de dupa 2, se face break dupa fiecare divizor gasit etc. Complexitatea

teoretic este de ordinul n/n. Memoria necesard este constantd.

O solutie care necesita spatiu de memorie de ordin n dar timp de calcul de ordinul n * (o valoare logaritmica
cu baza supraunitara) se obtine folosind urmatoarea abordare:

Pornim cu un vector cu n componente care are initial toate valorile nule. Parcurgem incepand cu 2 si, daca
valoarea de la pozitia curenta i este egald cu 0, vom marca 1 toti multiplii lui 1.

Exemplu:

Initial:

tl2]3]als]el7]e]olr 2 |2 1 ]2 |2 [z ]2 |1 ]2 ]2 ]21]2 ]2 2 |2
o |1 f2 3|4 s [6 |7 [s oo [1 ]2 4 |5 |6

oJoJoJoJoJloloJoJolo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo lo Jo Jo JTo Jo Jo Jo Jo Jo

La primul pas al iteratiei 1 este 2 siintrucat £ [1] este 0, vom marca la 1 toti multiplii lui 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
o |1 {23 1a s e |7 s o fo 1|2 4 15 |6

oJoJoJxJolx]olr]o]r Jo |1 Jo |1 Jo 0 11 fo |12 Jo f1 o 0o |1
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Trecem la urmatorul pas al iteratiei, i este 3, acum £ [3] este tot O Si vom face 1 in f la toate pozitiile
multipli de 3. Observam ca unele dintre ele sunt deja marcate cu 1 (cele multipli de 6, deci marcate anterior Si
din 2), dar acest lucru nu afecteaza algoritmul.

1l2]13lals]el7]solzr [z |2 12 |2 |2 |2 |z |2 |2 21212121212 /]-?2

0 |1 |2 |3 14 s 1617 s o lo 1213145 1]s
oJofolilolalofa]afs Jo |2 Jo [2 f2 J1 Jofz1 Jo |z J1 [z fo J1 Jo |z
La pasul urmator i este 4, dar £ [4] este deja 1 deci nu vom mai marca multiplii lui. Acestia sunt deja 1,

marcati de acel divizor care |-a marcat Si pe 4, adica de 2.
La pasul urmator 1 este 5, £ [5] este 0 Si atunci facem marcarea din 5 in 5.

1123|456 ]|7|8]9]1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6

ojJojJojir1jol1jofJ1]11]1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

Observam ca doar din numerele prime se realizeazd marcarea multiplilor lor, asadar acestea fiind singurele
care raman marcate cu 0.
Algoritmul care realizeaza acest lucru arata asa:

for (i=2;1i<=n;i++)
if (£[1] == 0)
for (j=i+i;j<=n;j+=i)
£13]1 = 1;
for (i=2;1i<=n;i++)
if (£[1] == 1)
cout<<i<” ”;

Aceasta metoda de precalculare a numerelor prime poarta numele de Ciurul lui Eratostene.
Analiza:

- De retinut codul ingrosat, j+=1 precum Si faptul ca se porneste prima iteratie de la 2. Aceste
elemente sunt decisive in obtinerea timpului bun (prima) si a corectitudinii, a doua. Daca am porni
iteratia de la 1, deja de la primul pas am marca toate elementele Si nu ar mai avea sens restul
algoritmului, fiind deja intr-o stare gresita.

- Saltul j+=1 este cel care ne duce la numar de pasi: % + % + % + .... Cu notiuni mai avansate de

matematica se poate justifica, folosind aceasta formuld, complexitatea.

- Cucétvaloarea lui n este mai mare, cu atat varianta “n log” devine mai buna comparativ cu aceea
.1 radical”.Ganditi-va cala1000000, de exemplu, radicalul este 1000 iar log este in jur de 20.
Evident ca sunt aproximari, dar ofera o idee buna asupra a ceea ce se intampla in practica.
Continuand analiza noastra, facem mai bine distinctie daca scriem formula completa a complexitatii:
n-radical inseamna 1000000 - 1000 iarn-logaritminseamna 1000000 - 20.

- Atentie la situatiile cand se impune una sau alta dintre metode. Daca dorim sa testam daca este prim
un singur numar, evident ca nu are sens sa facem ciur. Ciurul ar implica deja n - ceva (plus n locatii de
memorie necesare) pe cand testul simplu inseamna doar radical (n) . Daca insa se cere sa testam
dacd sunt prime mai multe numere dintr-un set, in functie de numarul lor, se cuvine sa analizam daca
este mai bine sa precalculam totul cu un ciur Si apoi sa verificdm daca este 0 sau 1 in dreptul fiecarui
numar de testat sau daca facem brut la fiecare. Evident ca mai trebuie tinut cont cat de mari pot fi
valorile de testat, pentru a stabili daca avem memorie sa tinem structura de la ciur.

- f[0]sif[1] potfifacute 1 lafinal, aceste numere nefiind considerate prime.

7. Precalcularea numarului de divizori pentru fiecare valoare mai mica sau egala cu un n dat.
Rezolvare
Este o aplicatie foarte utila a algoritmului de la ciur. La analizarea multiplilor unui numar, in loc sa facem 1 in
dreptul fiecarui multiplu, marim cu 1 acolo (semnificatie: valoarea i curenta este inca un divizor al acelui
multiplu). Modificarile sunt: se itereaza acum de la 1 (si el este divizor pentru celelalte numere) iar analiza
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multiplilor se face Si pentru valorile care nu sunt prime (sunt deja nenule in £ cand se ajunge cu i la ele). in
fine, ultima diferentd, cand se analizeaza multiplii lui 1 se incrementeaza inclusiv £ [1] (el insusi este divizor
al sau).

for (i=1;i<=n;i++)
for (j=i;j<=n;j+=1i)
fljl++;
for (i=1;i<=n;i++)
cout<<i<<” are ”"<<f[1]<<” divizori\n”;

Chiar daca se itereaza pe multiplii tuturor numerelor, nu doar pentru cele prime, compelxitatea teoretica este
cea delaciur.



